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Structuri spatio-temporare emergente in sisteme fizice si socio-economice
Rezumat

In anul 2017 cercetirile in cadrul acestui proiect s-au realizat conform planului de
realizare a proiectului. S-alucrat mai ales in tematica sincronizarii spontane intr-un lant
de oscilatori Kuramoto local cuplati. In aceasta tematici, s-a realizat un draft al unui
articol care va fi trimis spre publicare anul viitor:

- K. Dénes, B. Sandor and Z. Néda: Predicting the final collective mode for Kuramoto
oscillators in a ring-like topology, preprint, 2017

Rezultatele obtinute s-au prezentat la o conferintd internationala:

- K. Dénes, B. Sandor and Z. Néda, Kuramoto oscillators in a ring-like topology
SigmaPhi 2017 (Statistical Physics Conference), Corfu 10-14 July, 2017, Greece

S-a finalizat o lucrare in care s-au studiat structuri spatiale de tip Voronoi obtinute intr-
un model de crestere stohastic unidimensional de tip Kolomgorov-Johnson-Mehl-
Avrami (KJMA). Studiul a fost publicat intr-o revista ISI din quartila Q1:

- Z. Néda, F. Jarai-Szabé and Sz. Boda, Cell-size distribution and scaling in a one-
dimensional Kolmogorov-Johnson-Mehl-Avrami lattice model with continuous nucleation,
Physical Review E, vol. 96, 042145 (2017)

S-a realizat o prezentare de conferinta dintr-un studiu anterior efectuat de grupul
nostru pentru un model stohastic simplu pe retele aleatoare:

- Z.Néda, L. Davidova, S. Ujvari and G. Istrate, Ruin game on random graphs,
SigmaPhi 2017 (Statistical Physics Conference), Corfu 10-14 July, 2017, Greece

S-a lucrat la un articol teoretic in care se studiaza modele bazate pe equatii master de tip
crestere cu resetare, model care este foarte util pentru a genera diferite distributii
caracteristice intalnite in sisteme complexe. In prezenta lucrare s-a studiat convergenta
cdtre starea de echilibru din punctul de vedere a distantei entropice. Lucrarea a fost
trimisd spre publicare in revista ISI: Universe si a fost pus ca preprint pe situl: arxiv.org

- T.S. Biro, A. Telcs and Z. Neda, Entropic Distance for Nonlinear Master Equation,
arXiv: 1711.02364v1[cond-mat.stat-mech] (2017)

S-a reinoit tehnica de calcul a grupului din bugetul proiectului.
In extenso

Structuri spatio-temporale emergente in sisteme de oscilatori cuplati este problema
veche In domeniul sistemelor dinamice si in fizica statisticd. Aceste structuri pot fi
considerate ca diferite tipuri de comportare colectiva si apar In urma unor procese de
autoorganizare, adica fara nicio forma de control extern. Conditia de baza care sta la
aparitia acestor structuri este interactia intre oscilatori, astfel fiind un exemlpu bun
pentru a ilustra cum fenomene microscopice pot determina proprietati macroscopice al
unui sistem. In unele conditii comportirile colective spontane definesc starea dinamcii



pe termen lung, adica ordinea este favorizata fatda de dezordine. Fiind starea stabila a
sistemului, Tnseamna ca comportarea colectiva este invariantda fata de perturbatiile
externe, rezultand ca sistemul aflat in ordine se va re-autoorganiza dacda perturbam
starea lui modificand fazele oscilatorilor. Independenta fatd de conditii externe si
rezistenta la perturbatiile sunt aspecte care marcheaza importanta studiilor referitoare
la procese de autoorganizare. Cel mai cunoscut model teoretic In domeniu este modelul
Kuramoto[1]. Acest model descrie dinamca unui sistem de oscilator cuplati prin fazele
lor prinintermediul unui sistem de ecuatii diferentiale nelineare cuplati. Interactia
dintre oscilatori este una de forma sinusoidal3, asigurand ca "forta de interactie” sa
favorizeze apropierea fazelor si sa dispare cand diferenta de faza dintre oscilatori este
Zero.

Modelul teoretic

Modelul Kuramoto original este un model mai
simplu unde cuplajul este prezent intre fiecare
pereche de oscilatori, iar oscilatori nu sunt
identice, ele avand frecvente de oscilatii proprii,
diferite.

In studiul nostru consideram oscilatori identice
aranjate Intr-un inel unde fiecare oscilator este
cuplat la vecinile de oridinul intéi (Fig. 1), astfel
realizand o interactie locala. Topologia acesta
permite aparitia diferitelor stari stationare
alaturi de sincronizarea clasica. Pe de alta parte,
avand numai oscilatori identici, ordinea va apare
in sistem la orice intensitate de cuplaj mai mare
decat zero. Astfel tranzitia de faza de tip ordine-
dezordine din modelul Kuramoto original nu apare in aceste sisteme, si ne concentram
mai ales pe dinamica si pe stdrile stationare a sistemului folosind metode analitice si
computationale.

Figura 1. Schema sistemului de oscilatori.
K indica intensitatea cuplajului.

Rezultate analitice

- Sistemul considerat de noi este un
1 sistem de tip gradient [2], ceea ce
- inseamna ca ecuatiile de miscare pot
1 fi deduse din gradientul unui functii
- de potential, analog cu sistemele
1 Hamiltoniene clasice unde ecuatiile
- de miscare pot fi deduse din
{1 gradientul energiei potentiale. O
- proprietate importanta a sistemelor
1 de tip gradient este ca singurele stari
stationare posibile sunt cele de tip
punct fix in timp ce cicluri limita si
alte tipuri de atractori nu sunt

<

Figura 2. Distributia de probabilitate a starilor stabile pentru
diferite numere de oscilatori. Prin liniile intrerupte prezentdm
regresii de Gaussiene cu diferite abateri standard. in
interiorul se vede abaterea standard a distributiilor in functia
de rdddcina pdtraticd a numereleor de oscilatori in sistem.

permise. In punctul fix derivata
potentialului este zero corespunzand
la minime, maxime sau punctele de
tip sa a functiei de potential
generalizate. Pornind de la forma
potentialului s-au determinat toate



starile stationare posibile si le-am impartit in trei clase.

Pentru a descrie in mod consistent pozitia relativa a oscilatorilor, am introdus o noua
variabila numit diferentd de faza (4¢) care poate fi interpretatd ca o distanta
directionata si are valori intre -z si z. Prima clasa cuprinde stdrile deja cunoscute in
literatura [2, 3, 4]. In acest caz existi o diferenti de fazi constanti si egald intre fiecare
pereche de oscilatori, caz asemanator cu undele stationare pe perimetrul unui cerc. Daca
numadrul oscilatorilor este egala cu N, numarul acestor stdri este egald tot cu N, iar
diferentd de faza este sub forma de 2zm/N, unde m este un numar intreg intre -N/2 si
N/2-1 denumit "winding number” sau index de stare. In a doua clasi avem stirile unde
suma diferentelor de faze consecutive este +z. De aici se poate deduce ca numarul
acestor stdri este infinit si apar numai daca numarul oscilatorilor este divizibila cu 4. A
treia clasa cuprinde stari mai exotice ele fiind mixuri din cele doua tipuri de stari
anterioare. La aceasta proprietate neobisnuita se mai adauga si faptul ca acest stari
violeaza simetria rotationald a sistemului in timp ce starile din clasele intai si a doua
pastreaza simetria. Numarul acestor stdri este tot infinit si am stabilit o formula intre N,
m, A si "factorul de mixare” prin care se poate determina proprietatea acestor stari.
Mentionam c3d existenta stdrilor din ultimele doud clase nu a fost incd aratate in
literatura. Alaturi de aceasta s-a studiat analitic si stabilitatea acestor stari. Starile din
prima clasd sunt stabile daca conditia -N/4<m<N/4 [4] este satisfacuta. Aceasta
inseamna c3d, 4¢, diferenta de faza intre oscilatori trebuie sa fie mai mare decat -z/2 si
mai mic decat z/2. Starile din celelalte clase au stabilitatea lineara neutra sau sunt
instabile.

Rezultate computationale

Rezultatele computationale sunt obtinute print integrarea numerica a ecuatilor de
miscare a sistemului. Ca primul pas am reprodus un rezultat cunoscut referitor la
distributia de probabilitate ale starilor stabile [2] (Fig. 2). Distributia a fost obtinuta prin
integrarea ecuatiilor de miscare pornind de la o stare initiald intdmplatoare cautand m-
ul starii finale si am repetat acest procedeu pentru o multime de realizari pentru a
realiza o statisticd cat mai buna. Distributia este una discret insa ea poate fi invelita
printr-o distributie normala (Gauss) centrata la 0. S-a aradtat ca varianta distributiei este
direct proportional cu radacina patratica a numadrului oscilatorilor asa cum a fost
asteptat conform rezultatelor din [2].
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Pentru a studia dinamica sistemului prima data
s-a investigat spatiul fazelor. Dacda consideram
faza oscilatorilor pentru a descrie starea
sistemului spatiul fazelor este spatiul euclid
simplu de N dimensiuni, insa folosind diferenta
de faza ajungem la o alta concluzie. Considerand
definitia diferentei de faza se poate arata ca suma
acestor valori este totdeauna un multiplu de 2,
iar acel factor multiplicativ este indicele de stare
m pe care am introdus mai sus. Asadar m poate fi
folosit pe tot parcursul dinamicii chiar daca
sistemul nu este ordonat (cand diferente de faze
. sunt diferite). Suma valorilor A¢ determina un
Figura 3. Planurile pentru N=3 definite hiperplan in spatiul N dimensional A¢ asa ca
prin suma diferentelor de faze Ag punctul caracteristic se miscd numai pe
suprafata acelor plane (Fig 3.). Avand dimensiuni
mai mari decat trei, traiectoria punctului
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caracteristic nu poate fi vizualizata direct. Figura (Fig.4) aratd evolutia sistemului in
timp, fiecare curbad reprezentand o diferentd de faza. De aici se poate vedea ca

|
o
|
N

= —
0.01 0.1 1
t[T,

-3
t,=2.475 10

)

Figura 4. Evolutia sistemului in spatiul diferentelor de faze.

Cu linia rosie este indicat momentul de selectie

determinarea starii finale de la o stare
initiala Intamplatoare pare a fi practic
imposibila, iar comportarea sistemului
devine predictibil numai in apropierea
starii ordonate. In plus, prin argumente
geometrice se poate demonstra ca
marimea domeniului in care sistemul
este predictibil tinde la zero cand N
este mare. Astfel avem nevoie de o
metodd prin care putem face predictii
mai bune decit folosind numai
distrubutia de mai sus. S-a propus o
metodd pe baza parametrului de
ordine Kuramoto generalizata.

Kuramoto si Nishikava in modelul lor original au introdus parametrul de ordine
complexa [1] prin care se poate masura gradul ordinii in sistem. Valoarea absoluta al
acestui parametru variaza intre 0 si 1. La valoarea 0 sistemul este dezordonat total, iar 1
inseamna ca sistemul e ordonat. Mentionam ca in contextul original ordinea se refera

numai la sincronizarea clasica a sistemului, iar
starile cu m diferite de 0 nu poate fi direct
detectate cu acest parametru. Noi am
generalizat ideea originald obtinand astfel un
parametru potrivit pentru detectarea oricarei
stari stationare. Dinamica 1In spatiul
parametrilor de ordine este reprezentatd in
Figura 5. Metoda noastra este urmatorul: in
prima parte a dinamicii evolutia parametrelor
de ordine nu este monotond, unii cresc iar alte
scad, dar dupd un anumit timp numai un
parametru va creste in timp ce celelalte tind la
zero. Simuldrile computtionale confirm ca
dupa acest moment comportamentul
sistemului nu se modificd si starea caruia
apartine parametrul de ordine crescator va fi
realiza dupa un proces de relaxare exponential
Intervalul de timp incepand de la t=0 pana la
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Figura 5. Dinamica reprezentat prin evolutia in
timp a diferitelor parametre de ordine. Linia
rosie discontinud reprezintd momentul de selctare
a starii finale

momentul in care starea finala a sistemului se poate prezice s-a denumit timp de selectie
(t;). In final s-a determinat dependenta timpului de selectie in functie de numirul
oscilatorilor (N) si de intensitatea de cuplaj (K). Timpul de selectie creste cu N iar in
limita sistemelor mari (~N>30) cresterea este bine descrisa printr-un lege tip putere cu
exponent =2.4 (Fig. 6). In functie de intensitatea de interactie (K) s-a observat un trend de
proportionalitate inversa a timpului de selectie (Fig. 7).
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Figura 7. Timpul de selectie in functie de

Figura 6. Timpul de selectie in functie de marimea
sistemului (N)

intensitate de cuplaj K.



Concluzii

S-a studiat sisteme de oscilatori de tip Kuramoto cuplati aranjate in topologii
unidimensionale periodice avand interactie locald intre ele. Pornind de la faptul ca
sistemul este de tip gradient s-au determinat toate stdrile stationare posibilie si
stabilitatea lor folosind o abordare noua fata de lucrdrile precedente. Am confirmat
distributia probabilisticd gaussiand a starilor stabile prin simuldri computationale.
Avand in vedere ca dinamica sistemului pornind la o stare intdmplatoare este practic
impredictibil, s-a prezentat o metoda simpla prin care dupa un anumit timp de evolutie
starea finald a sistemului poate fi prezisi. In acest metod s-a utilizat parametrul de
ordine Kuramoto generalizat de citre noi. In final s-a stabilit influenta parametrelor N si
K asupra timpului de selectie. Rezultatele obtinute au fost sumarizate in cadrul unui
preprint (K. Denes, B. Sandor and Z. Neda: Predicting the final collective mode for
Kuramoto oscillators in a ring-like topology, preprint, 2017), care urmeaza sa fie trimis
spre publicare anul viitor.

Bibliografia

[1] Yoshiki Kuramoto. Self-entrainment of a population of coupled non-linear oscillators. In Huzihiro Araki,
editor, International Symposium on Mathematical Problems in Theoretical Physics, volume 39 of Lecture
Notes in Physics, pages 420-422. Springer Berlin Heidelberg, 1975.

[2] Daniel A. Wiley, Steven H. Strogatz, and Michelle Girvan. The size of the sync basin. Chaos: An
Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, 16(1):015103, 2006.

[3] Ramana Dodla, Abhijit Sen, and George L. Johnston. Phase-locked patterns and amplitude death in a ring
of delay-coupled limit cycle oscillators. Phys. Rev. E, 69:056217, May 2004.

[4] A. Lahiri T. K. Roy. Synchronized oscillations on a Kuramoto ring and their entrainment under periodic
driving . Chaos, Solitons & Fractals, 45(6):888 - 898, 2012



