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1. Miiveletek indexes mennyiségekkel

Ebben a fejezetben rovid attekintést kaphatunk a kiilonbozé indexes mennyiségekrdl, illetve az ezekkel
végezhet6 matematikai miveletekrél. Ezen jelolések célja a matematikai formalizmus egyszer(ibb és

kompaktabb formaba hozata.

1.1. Egy és kétindexii mennyiségek

A fizikaban sokszor torténik, hogy egy fizikai mennyiség komponensei altal van reprezentalva. Az egyik
legegyszer(ibb példa a helyzetvektor. Ez a newtoni mechanikaban egy valés szamharmas altal van
reprezentalva. A sebesség egy masik példa: van x,y,z iranyld komponense. Ezeket a komponenseket
egy listaba sorolhatjuk:

vi= (Vy, vy, vz).

1.1. Megjegyzés. Annak ellenére, hogy ez a motivacio, ebben a fejezetben nem! fogunk feltétlen
gondolni arra, hogy az indexelt mennyiségek vektorokat reprezentalnak. Ez csak egy modszer,
kompakt jelolésmod. Ahhoz, hogy vektorokhoz illetve matrixokhoz legyen koze a jelolésmodnak,

kiilonleges modon kell transzformalodjanak. Magyaran: vektor index=szabad index+ extra

szabalyok.

A példak lattan, bevezetiink egy matematikai formalizmust, amely indexes mennyiségeket kezelni tud.
Ezen fejezetben nem foglalkozunk az indexes mennyiségek fizikai jelentésével- csak példat adtunk, hogy
igenis megjelennek a fizikdban, s emiatt érdemes 6ket tisztan matematikai szempontbdél tanulmanyozni.
A késébbi fejezetekben sok fizikai példat fogunk latni, amely indexes mennyiségként kezelhetd, és nem

csak egy indexxel.

1.2. Definicié. Legyenek ay,as,...,a, valos szamok. Bevezetjiik a kovetkezd jelolést:

ai,az;...,an = {ait,_i,

Ebben az esetben aj-t egyindexii mennyiségnek nevezziik és i-t szabad, indexnek, amely 1-tél

n-ig fut.

1.3. Példa. Legyen (10,9,5,4,cos(x),v/2,) egy valos szamokbol all6 lista. Ez reprezentalhato

egyindexes mennyiségként a kovetkezd képpen:
ay :=10,a2 :=9,a3 :=5,a4 :=4,as := cos(n),a¢ := V2,a7 =T.

Tehat ez egyindexdi mennyiségként felirhato {a;};_1=, ahol a szabad index 7 értéken at fut.

Minden egyes értékére a szabad indexnek, egy valos szamot kapunk.

1.4. Megjegyzés. A szabad index jeloléséhez hasznalhatunk gorog vagy latin betiiket is.




Az indexes jelolést a kovetkezbkben altalanositjuk kétindext mennyiségekre is. Gyakorlatilag n-m
szamot szeretnénk kompakt formaban abrazolni. Ehhez két indexre van sziikségiink i, j, amely kozdul

egyik 1-t6l n-ig fut, a masik 1-t6l m-ig. Tehat egy kétindexes mennyiség a kovetkez6 alakot Olti:

a a2 - Qim
a; axpn ... Qi

.= {aij}izrm,jzl,m
anl ap2 ... Apm

Ez azt jelenti, hogy amennyiben megadunk két konkrét szamot az indexek helyére, egy valés szamot
kapunk, példaul i = 1,j = 2-re aj, valés szamot. Altalaban i-t sor indexnek nevezziik, mig j-t oszlop

indexnek.

1.5. Példa. Egy 2 x 2 matrix abrazolhato egy kétindexii mennyiségként.

(Vs win)

Ebben az esetben a kétindexd mennyiség {ai;};_15 ;—15. ahol

Nz
ayy = l,a1p =2,ay1 = V/T,a = sin (Z)

Tehat, amennyiben megadunk a szabad idexekre konkrét értéket, egy valos szamot kapunk.

1.6. Megjegyzés. Két egyindexti {a;};_15, . {b;}._15, mennyiségbdl képezhetiink egy kétindexii

j=1m

{cij}i—1m j—Tm Mennyiséget szorzas altal:
Cij =da;- bj.

Konkrétan, {cij};_15 j_1;, @ kovetkezo alakot Olti:

a1b1 albz a1bm
a2b1 azbz 000 azbm
anb] anbz 000 anbm

Ennek van specifikus esete is, ha n = m, ekkor c;j egy négyzetes matrixot reprezental:

a1b1 a1b2 albn
arby arby ... axb, (1)
anbl anbz 000 anbn




1.7. Megjegyzés. Nem csak egyindexes mennyiségekbdl lehet képezni kétindexd mennyiségeket.
Kétindexii mennyiségekbdl is képezhetiink egyindexi mennyiséget, amennyiben a két szabad
index ugyanazon értékhalmazban fut, tehét ha i és j mindkettd 1-tél n-ig fut:

aiji,a;b; mennyiségek egy szabad indexel rendelkeznek (han=m )

ay] ap ... dip arby ... apb,

ayy azy ... Ay a2b1 00 azbn
ai— . —

anl Qn2 ... dpn apby  anby

1.2. Haromindexii mennyiségek

Az el6z6ek alapjan, egyszerlien bevezethetiink haromindex{d mennyiségeket is:

{Cijk Y i=Ta j=Tm k=Tp

Amennyiben lerdgzitiink egy szamharmast (i, j, k), kapunk egy valés szamot. Mivel i n értéket vehet fel,
Jj m értéket és k p értéket, azt jelenti, hogy n-m- p darab szamot tartalmaz a haromindex{ mennyiség.

Ez harom dimenzidban téglatest szerii elrendezésben képzelhetd el:

3‘6— —— O

1.2.1. Atjaras kiilonb6z6 indexszamii mennyiségek kozott

Az el6bb lathattuk, hogy két egyindexdi mennyiségbhdl képezhetiink egy kétindexdi mennyiséget, s
specifikus esetben kétindex( mennyiségekbdl is képezhettiink egyindexli mennyiségeket. Haromindexi

mennyiségeket két féle képpen képezhetiink két-és egyindexii mennyiségekbdl:

1. Egy kétindex(i és egyindex(i mennyiség szorzataként: c;jx := a;bj, ahol {a;},_1 egyindexi

mennyiség és {bjk}j:m,kzﬁ kétindexii mennyiség.

2. Harom egyindex(i mennyiség szorzataként: c;jx := a;b; - ¢k, ahol {ai}i:ﬂ>{bj}j=ma{ck}k=ﬁ

egyindexd mennyiségek.
Nagyobb indexszam( mennyiségekbdl is képezhetiink kisebb indexszami mennyiségeket:

1. Haromindex( mennyiségekbdl képezett kétindexes mennyiségek:

Ciijs CjijsCijj-
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2. Haromindex{ mennyiségbdl képezett egyindexi mennyiség: cji;.

1.3. Egyenletek

A kovetkez&ben indexes mennyiségekre érvényes és érvénytelen egyenléségeket fogunk illusztralni.

Ervényes egyenl&ségek:
1. a = b egy darab egyenlet;
2. a;=b;, ahol i=1,n, azaz a; = by,ay = b,,...,a, =b,. Ez n darab egyenlet.
3. a;j=bij=cid;, ahol i=1,n,j=1,m. Ez n-m darab egyenlet.
Ervénytelen egyenl&ségek:
1. a;j = by,a=b;;
2. ajj = b;,a;j = bj,a;j =b.

Ahhoz, hogy egy egyenl6ség érvényes legyen, a kovetkezd szabalynak kell eleget tennie:

1.4. Osszegzés, szorzas
1.4.1. Egyindexii mennyiségek

Legyen {a;},_ Tn egyindex(i mennyiség, ahol i szabad index, amely 1-t6l n-ig fut. Ebbé&l az egyindex
mennyiséghdl képezhets egy A szam a kovetkezd képpen, ha i-t szerint 0sszegziink, futé indexként
kezeljuk:

A=a1+ay+---+a,.

Jelolés szempontjabol bevezetjiik az 6sszegzési jelolést és ha tiszta a kontextusbdl, nem fogjuk kiirni,

hogy a futé index mettél meddig vesz fel értékeket:

ai+ay - Fay = Za,. Za,

l_

Amennyiben van egy masik egyindex( mennyiségiink, {b;},_ Tor abbdl is hasonléan képezhetiink egy B
szamot:

B:=bi+by+---+by=) b
i

A szabad index atnevezhet6 tetszélegesen, ameddig ugyanazon értékek kozott mozog. Konkrétan, ezt
azt jelenti, hogy b; jelolhets by, vagy akar bg-ként is, amennyiben k és a ugyanugy 1-t6l n-ig vesznek
fel értékeket. Eddig két egyindex( mennyiségbhdl képeztiink két valés szamot. Ezt a két A,B valds



szamot osszeadhatjuk:
A+B=Y ai+Y by =(a1+ay+-+ap)+(bi+by++by) =
i k

=(a1+b1)+ (a2 +b2)+---+(an+by) :Z(a,‘—}—bi).

1

Az 0sszegzés linearitasat felhasznalva, bevezethetjiik a skalarral valo szorzast is:

0A=a) ai=a(ai+ay+--+a,) =0a;+ -+ oa, =Y oa.
B i

1.4.2. Kétindexii mennyiségek

Mint emlitettiik feljebb is, kétindex{i mennyiségre j6 példa a matrix.

ayr a2 ... Aim

ap ax ... Qp ) : ) .
=a;j, isorindex, j oszlop index

apl ap2 ... aum

Egy matrix n-m valés szamot tartalmaz. Osszegezhetjiik sorait:

m
aynn+ap+---+ay, =Y a;;=by,
i=1

m
a1 +ap+--+ay, =Y axy=by,
=

1=

ayl +ap+--+apm = Z ani = by,

Vagy altalanosan, felirhatjuk, hogy:
m
bj =aji1tap+--+am,m= Zaﬁ, J szabad index, i futé index, .
i=1

Ez azt jelenti, hogy j n darab értéke vesz fel. Tehat amennyiben j =1, visszakapjuk b;-et, amennyiben

Jj =2, visszakapjuk by-t és igy j = n-ig. Tovabba, ezeket is 0sszegezhetjiik, hogy kapjunk egy szamot:
m

n n
bi+by+-+by=Y b=y (Zaﬁ) =
j=1 j=1 \i=1

ayjptap+-+aimt
a tap+---+amt

i +am+- - +am =y aji=c .
i



Osszegzésképpen, megjegyezziik, hogy az el6bb két lépésben allitottunk elé kétindexd mennyiségbdl
egy szamot. ElsGsorban, a kétindex(i mennyiség, ez esetben matrix sorainak 0sszegébdl képeztiink egy
egyindex(i mennyiséget, {bj}j:ﬁ, majd ebbdl az el6z6 fejezetben bevezetett miivelettel képeztiink
egy szamot.

Elvégezhetjuk ugyanezt az oszlopokra is:

n
ajn+axy+---+ay, =Y a; =By,
=

ap+apn+--+ap = Zlaiz =By,

n
Aim+aym~+---+apum =Y aim = By,
=1

Tehat, altalanosan képezhetiink egy egyindexii {By},_1,, mennyiséget, ahol:

n
Bi=ay+ax+-+au =Y aj.
i=1

1.8. Megjegyzés. Amennyiben a matrix nem négyzetes, az oszlopoknal szamolt 6sszegbdl
képezett egyindexii mennyiség szabad indexe nem egyezik meg a sorok 0sszegébdl szamolt
egyindextii mennyiség szabad indexével. Klilonbozo értékek kozott vesznek fel értékeket. Egyik
1,n, mig a masik 1,m. Csak n = m esetén ugyanaz. Ez egy konkrét példa arra, hogy amennyiben
a matrix nem négyzetes, a kovetkezé egyenléségnek nincs értelme, helytelen:

b; = By értelmetlen, ha a matrix nem négyzetes.

A fentiek alapjan osszefoglalhatjuk, hogy:

1. Egyindex(i mennyiség felosszegzése — szam;
2. Kétindex(i mennyiség felosszegzése — egy szabadindexi mennyiség;

3. Kétindex{ mennyiség kétszeres felosszegzése (mindkét index szerint) — szam.



Most bizonyitjuk a masodik megjegyzést:

()

N

b,-> —(a1+ay+-+ay)- (bi+by+ - +by) =
1

arby +aiby+---+ayb,+
arby +aby + -+ - +asby+

n
anbl +anb2+ s +anbn = Z aibj-
i=1

n

Viszont lathatjuk, hogy Y a;b; csak a kék tagokat tartalmazza. Emiatt a két mennyiség nem egyenl6.
i=1

Ebbél az a tanulsag, hogy Osszeszorzott osszegek futdindexei atnevezendék miel6tt osszevonjuk az

osszegeket.

1.5. Miiveletek matrixokkal

A matrixok kétindex(i mennyiségek, amelyekre sajatos szabalyok szerint értelmeziink miiveleteket, mint

az Osszeadas és szorzas.

1.5.1. Osszeadas

Legyenek {aij};_15 i—1mAbij}io1p j—T4 K€tindexd mennyisegek. Amennyiben Osszeadast és szorzast

értelmeziink rajuk specifikusan, matrixok lesznek, amelyeket A,B-vel jeloliink és kovetkezé képpen

abrazolunk:
ajl arpy ... Qaim byy b ... by
ay ayp ... by by ... by
anyl QG ... Qum bpr bpy ... bpg

Ebben az esetben:
1. A € Mat(n xm,R), dim(A) =nxm;
2. Be Mat(p xq,R), dim(B)=p xgq.

10



Az Osszeadas csak akkor értelmezett, ha n = p,m = ¢, vagyis csak azonos dimenziéja matrixokat
adhatunk ossze. Ekkor az 0sszeadas a kovetkezé képpen torténik:

an ap ... dim bii by ... bin ain+bu an+bn ... aim+bin

a ax ... ay by by ... by, a1 +by an+bn ... aym+bu
C:=A+B= . o . + i =

anl  ap2 oo Apm bnl bnl cee bnm anl + bnl ap + an cee Opm + bnm

Vagyis, indexes mennyiségben, ez azt jelenti, hogy van egy kétindex( mennyiségiink {c;;},_1 =T

ahol:

Cij = aij+b,~j.

1.5.2. Szorzas

Hasonléan, mint az elébb vegyiik ugyanazokat a kétindex(i mennyiségeket {a;;},{b;;} és a hozzajuk

tartozé matrixokat:

ailr ap ... Aaim b1 b12 b1q
ay adyp ... Ay b21 bzz bz
A= T ClsB=| N
apyl w2 ... QApm bpt bpy ... by

A szorzas csak akkor értelmezett, ha m = p, vagyis ha a belsé méretek megegyeznek: az elsé matrixnak
ugyannyi oszlopa kell legyen, mint a masodik matrixnak sora, a mi esetlinkben m.. Ekkor a szorzast az

alabbiak szerint definialjuk:

anbii+--+aimbm anbip+---+aimbpy - a11b1q+"'+a1mbmq
A.Bo— a1 b+ +aymbm  anbip A+ +ambun -+ axbig+ -+ azmbmg
ambii + -+ apmbm  anibro+ -+ apmbpn - anlblq + +anmbmq

Ebben az esetben a kovetkezbk érvényesek:
1. A e Mat(n xm,R), dim(A) =nxm;
2. Be Mat(mx ¢q,R), dim(B) =m X g;
3. CeMat(nxq,R), dm(C)=nxgq.
A fenti matrixjeldlés indexes jeldlésben is felirhat6. Adott {a;;}

i=Tn,j=T,m €s {bjk}j=l,7m,k=17,q kétindexd

mennyiségek. Ekkor a szorzatuk matrix szorzas értelmében egy harmadik {ci};, 1 k=T Ketindexd

mennyiség, amely a kovetkez6 képpen van definialva:

m
cik = ajtbix +apby + - + Aimbmk = Zaijbjk, i=1,n, k=1,
=

AN

11



A fentebb megadott algebrai szabaly a szorzasra vizualizalhaté a kovetkezé képpen:

4x4

OO080| (ecoooo| (E00ood
B - e
O000) v(BoDOpo|  |DO00B0

1.9. Megjegyzés. A matrixok szorzasa nem kommutativ!

Egyszert ellenpélda kedvéért, vegylik a kovetkezé matrixokat:

a=(1 o) 2=l 5)

Ebben az esetben:

0 1 1 0 0 —1
A-B= . = ;
1 0 0 —1 1 0
1 0 01 0 1
B-A= : = .
0 —1 1 0 -1 0
Vagyis A-B #B-A. Ez a példa igenis hasznos a fizikaban, ugyanis a fenti két matrix Pauli-

matrixok, amelyek kvantummechanikaban a spin leirasahoz vannak hasznalva.

12



1.6. Osszefoglalé

Az alabbi tablazatban a kiilonb6zé szami (egy - harom) indexes mennyiségek megnevezései, matrixos
reprezentacioéi talalhatéak:

a skalar I1x1 °
vektor |

b; oszlop matrix nx1vagy 1 xn b | vagy ( * p' )
sor matrix |

mi; matrix nxp

Cijk | haromindexes mennyiség nxpxq

Osszefoglalunk tovabba néhany indexes jeloléssel leirt egyenletet és azoknak matrixos megfelelsit:

a-b=c T
| |
ai-b=c a |[-b=] ¢
| |
v al v )b=(" ¢f “>
| N
a;-bj = cjj a ®<“ b' “): C )
| AN
| N\
o lo(- o )=| @ )
| AN
| |
Yiaibi=c (“aT“>- b =<“bT“>- a)c
| |
| N\
Tr a ®(” b'" ”) =Tr C
| N\
AN
Yiaibij=c; (“ al ”)- B :<“ ¢l “)
AN
AN | |
= Yibijai = Libjai BT lal|=]|c¢c
N\ | |

13



1.7. Einstein-féle 6sszegzési konvencié

Indexek osszevonasakor az 0sszegzés magatdl értetddik és a Y jel elhagyhatd. Ez azt jelent,

hogy amely index kétszer jelenik meg, arra 0sszegziink.

1.10. Példa. Az dsszegzési konvencié a kovetkezé képpen értodik:
1. ajjbiiciim = X aijbriCiim;
ik

2. ajjbrendifi = ¥ aijbrcndifi.

ikl

1.8. Feladatok

Feladat 1.1

Végezziik el az A - B szorzatot, ahol:

1 4
2 1 —1 )
A= és B=| 3 —1
03 O
0o 2

Feladat 1.2

Négyzetes matrixokra vonatkozdan igazoljuk az alabbi osszefiiggéseket:
1. A-B#B-A;
2. (A-B)T =BT -AT;
3. (A-B)-C=A-(B-C) - szorzassal szembeni asszociativitas;
4. Tr(A-B) = Tr(B-A);

5. Tr(A-B-C) = Tr(C-A-B).

Feladat 1.3

Hatarozzuk meg az alabbi tenzorialis kifejezések szabadindexeit és rendjét hasznalva az Einstein-
féle osszegkonvenciét. Pl.

a,'jbkjl = Cjkl (3.rendl’j)
1. Djycumaij
2. BapeDyerExiaiF repciHj

3. aikbiclem .

14



Feladat 1.4

[rjuk at tenzorialis alakra a kovetkez&ket:
1.
AN | AN
(v a-) A c|(-b) E =
N | N
2.
AN N |
(b ) C D a |=?
N N |
3.
N N |
fog D e ( N ) =?
AN N |

Feladat 1.5

Alakitsuk at matrix alakba a kovetkezSket az alabbi példa alapjan (az el6z6 feladat forditottja).

ZaibJ-Cﬁ =?
]
|. megoldas:
\ N\ N\ AN
ZaibjCﬁ:Tr a (v b v) C =Tr aob C =
h | \ \ N
AN
=Tr (aob)-C
AN
Il. megoldas:
AN | |
Zaibjcﬁzbjcﬁai:(” b ) C a z(“ b ) Ca |=bCa
i,j N | |
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Feladat 1.6
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2. Vektorok az euklideszi térben

A fizikai mennyiségek leirasara matematikai objektumokat hasznalunk. Vannak fizikai mennyiségek,
amelyek leirhatok egy skalar, szam altal- ezeket skalaris fizikai mennyiségeknek nevezziik. Példaként
felhozhaté a hémeérséklet, tomeg, elektromos toltés. Nem minden fizikai mennyiség irhatd le csak egy
szammal. az er6nek példaul van iranya is. Tovabbi példak a sebesség, gyorsulas, impulzus. Ezen fizikai
mennyiségek leirasahoz, egy () matematikai objektumra van sziikségiink- vektorokra. A legintuitivebb
modon, egy euklideszi térben 1évé vektor egy iranyitott szakasz: van nagysaga, iranya és iranyitasa.
Viszont amennyiben igy definialjuk a vektort, nehézségekbe (itkoziink, amikor az osszeadast definialjuk
geometriailag. Ezt a nehézséget bemutatjuk a 2D euklideszi tér R? esetén. Emiatt a kdvetkezékben
R? elemeit fogjuk nevezni vektoroknak és miiveleteket fogunk rajuk értelmezni.

Legyen v = (v1,v;) € R? egy vektor. Ebben az esetben v-t tudjuk egy iranyftott szakasz altal reprezen-

talni: a 2d koordinata rendszerben az a szakasz, amely az origét (0,0) és (vq,vz) pontokat koti dssze.

X2

Figure 3.1.1.

Amennyiben azonositjuk azokat a szakaszokat, amelyeknek ugyanolyan iranya és hossza van, a v vektor

azonosithaté barmely iranyitott szakasszal, amely 6sszekoti a kdvetkezd 2 pontot: (a,b), (a+vi,b+v2).

b4 (a+x1,b+x2)

(a, b)

X (x1, x0)

0,0
Figure 3.1.2.

2.1. Példa. Legyenx=(2,1) € R2. Ebben az esetben, ez a vektor abrazolhaté harom kiilénb6zé

iranyitott szakasz altal is, amely a kovetkezd pontokat koti ossze:
I (252)51(453));
2. (—1,1),(1,0);

3. (0,0),(2,1);
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Figure 3.1.3.

18



Egy euklideszi vektor v = (v, v;) hosszat azonositjuk barmely szakasz hosszaval, amellyel v-t azonositjuk.
Emiatt a Pithagorasz tétel értelmében v hossza \/v%—i—v%, amely az alabbi abran lathato:

X1

Figure 3.1.4.

2.1. Elemi vektormiiveletek

Vektorok osszeadasa

2.2. Definicié. Legyen u = (uj,uy),v = (vi,v2) € R? két vektor. Az dsszeadds egy leképezés

+:R?xR?> > R?, +((ur,u2),(vi,v2)) := (ug +vi,us +v7).

Az (uy +vi,uy +wy) vektort az u és v vektorok dsszegének nevezziik és u+ v-vel jeloljiik.

Amennyiben a vektorokat iranyitott szakaszokkal abrazoljuk, az 0sszeadas a paralelogramma szabaly
szerint torténik. A nehézség, amibe litkozlink az, hogy a paralelogramma szabaly alkalmazasahoz a két
szakasz egy pontban kell taldlkozzon. Amennyiben ez nem igy van, el kell tolnunk parhuzamosan az
egyiket a talalkozasi pontig. Ez a nehézség pont az altal van kezelve, hogy egy vektort tobb iranyitott
szakasz is reprezentalhat, nem csak egy, mint feljebb targyaltuk. Emiatt, barmelyik vektort eltolhatjuk

parhuzamosan az origéba, és ez lesz a talalkozasi pont. Geometriailag a kovetkezé képpen lehet ezt

abrazolni:
(uy+ vy, uz+vz)
Vv
(ulo ul)
Z=Uu+YV
u+v
u U+wW=V Oor w=v-1u
0,0
Figure 3.1.6. Figure 3.1.7.
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2.3. Tetel. (R?,+) egy kommutativ csoport, vagyis:
1. (v+w)+z=v+(w+2),
2 viw=w+vy,
3. (0,0)+v=v+(0,0)=v, Vv c R%

4. v+ (—vi,—v2) = (—vi,—v2) +v = (0,0) Vv € R%.

A fenti tétel Gigy algebrai, mint geometriai igazolasat az érdekl6dé olvaséra bizzuk.

Skalarral val6 szorzas
Ez gyakorlatilag a vektort reprezentald szakasz barmelyikének a nyljtasat, zsugoritasat jelenti. Forma-

lisan a kovetkezd képpen lehet definialni:

2.4. Definicié. Legyen v = (vi,v2) € R?. A v vektor a € R skalarral valé szorzdsa egy fo :

R x R? — R? Jeképzés, amely teljesiti:
Sfala, (vi,v)) :== (ovy, 00).
Az (avy,avy) vektort av-vel jeldljiik.
2.5. Példa. Legyenv = (2,1), amint ez a 3.1.5 abran lathato. Ebben az esetben:

—v=(-2,—-1), 3v=(6,3), —2v=(—4,-2).

3x

(@ ® (c) d
Figure 3.1.5.

Az o« = —1-el valo szorzas a ponttiikrozésnek felel meg. Abban az esetben, amikor o« =3, a

vektor hosszat haromszorozzuk, tehat ez egy nyujtasnak felel meg.
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2.6. Allitas. Legyenek v = (vi,v2),w = (w1, ws) vektorok. Ekkor az o skaldrral valé szorzasara
fo @ kovetkezok érvényesek:

1 |falo,v)| = |e|v],
2. fala,(vi+wi,va+w2)) = fa(a, (vi,v2)) + fale, (wi,w2)),

3. a =0 esetén fy(0,(vi,v)) =(0,0).

Bizonyitas. 1. A skalarral valo szorzas definiciéjanak értelmében:

|[falo,v)| = [(avi, avy)].

A feljebb emlitett Pithagorasz tételt hasznalva:

(ovr, o) = /a2 + a2} = /022 +13) = |ty [ 93 = [l ).
2. Induljunk ki a bal oldalbél és hasznaljuk fel a skalarral valé szorzas definiciéjat:
falo,(vi+wi,va+wa)) = (a(vi +wp),ct(va+w2)) = (0v) + awy, avy + ows).
A kétdimenzios euklideszi téren értelmezett osszeadasbdl kovetkezik, hogy:
(avi +awr, vy + awy) = (avy,avy) + (awr, awy),
amit felirhatunk az a-val valo szorzas segitségével, mint:
falo,(vi,v2)) + falet, (Wi, w2)).

3. Induljunk ki a 0-val valé szorzas definiciéjabdl:

F0(0,(vi,v2)) = (Ov,0v,) = (0,0).

Geometriailag 3D-ben is hasonléan jarunk el, mint feljebb 2d-ben. Az alabbi abra egy 3D euklideszi

vektor geometrial reprezentacidja. Az osszeadas geometriailag megint gy torténik, hogy az origéba

toljuk el a vektorokat, majd paralelogramma szabalyt alkalmazunk.

2.2. Descartes-féle bazis

Az alabbiakban a 3D euklideszi vektorok geometriai reprezentaciéval fogunk dolgozni. Mivel min-

den vektort eltolhatunk az origéba, értelme van annak, hogy a harom koordinatatengelyen levé

egységvektoroknak konkrét nevet adjunk, és tetszbéleges vektort bontsunk fel ezek segitségével.
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X+y

y
X3 1 (xli X2, X3)
X |

: X1 X

L /

e
X £ _|//

(@ (b)

Figure 3.1.8.

2.7. Definicié. Azi=(1,0,0),j=(0,1,0),k=(0,0,1) vektorokat az x,y,z tengelyek egységvek-
torainak nevezziik.

Ide kene tenni kepet 1,j,k-rol a 3D koordinata rendszerben.

2.8. Megjegyzés. Egy tetszdleges 3D euklideszi vektor x = (x1,x2,x3) felirhatd i, j,k linearis
kombinaciojaként:

x = (x1,x2,x3) = x1(1,0,0) +x2(0,1,0) +x3(0,0,1) = x1i 4 x2j + x3k.

Emiatt a {i, j,k} halmaz egy bazist alkot a 3D euklideszi vektorok terén, s ezt a bazist Descartes-
féle bazisnak nevezziik. Tovabba ez a bazis ortonormalt, mivel i, j,k paronként merdlegesek

egymasra és a hosszuk egy.

Az egyszer(isités kedvéért, hogy ne irjuk mindig ki az 0sszeadast, amikor egy vektort i, j, k segitsé-

gével irunk fel, bevezetjik a kovetkezd jelolést:
i:= €1, ] =€), k:= €3.

Az (] jelolésben a kifejtés a kovetkez6 egyszer( alakot Olti:
3

x = (x1,x2,x3) = x1€1 +x2€3 +x3€3 = inei-
i=1

2.3. Skalaris szorzat

A skalaris szorzat intuitiven egy miivelet, amely két vektorbdl egy szamot képez.

2.9. Definicié. A skalaris szorzat a haromdimenzios euklideszi téren egy leképezés
R3x R =R, (a,b):= |a| |b|cos(h),

ahol 6 az a,b vektorok altal bezart szog, vagyis a vektorok geometriai reprezentaciojaban értendé
egyenesek altal bezart szog. Egyszeriiség kedvéért a,b vektorok skalaris szorzatat a - b-vel jeloljiik
-(a,b) helyett.
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2.10. Tétel. Legyenek a,b,c 3D euklideszi vektorok és n egy 3D euklideszi vektor, melynek

hossza 1. Ebben az esetben a skalaris szorzat a kovetkezoket teljesiti:
1. —|a||b| <a-b<|a| |b];
2.a-b=0, haa lb,
3. a-b=b-a,
4. a-(b+c)=a-b+a-c,
5. a-a>0,
6. n-n=1,

7 ii=j-j=k-k=1 i j=j k=k-i=0.

Bizonyitas. 1. A skalaris szorzat definicidja értelmében:
a-b=|a| |b|cos(0).
Mivel —1 < cos(0) < 1, egyértelmiien adédik, hogy:

—la| [b| <a-b < |a] |b|.

2. Amennyiben a L b, az altaluk kozrezart szog 5. Mivel cos (5) =0, egybdl kovetkezik, hogy
a-b=0.

3. Egyszeri kovetkezménye annak, hogy a valés szamok szorzasa kommutativ.

4. -

5. a-a=|a||a|cos(0) = |a]| |a| = \/a%+a%+a§ at+a3+a3 > 0.

6. n-n=|n||n|cos(0)=1-1-1=1.

7.

i-i=|i||i|cos(0) = V12 +024+02/124+02+02 1 = 1;

joi=1jllilcos(0) = V02 +124+02/02+ 12402 1 = 1;

k-k = |k| [k|cos(0) = V02 +02+12¢/02 + 02+ 12 1 = I

A tobbi harom egyenldség egybdl kovetkezik a tétel masodik pontjabdl, mivel i 1 j,j L kk L i.
]
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2.4. Kronecker Delta

Mivel az el6z6kben lattuk, hogy az i, j,k egységvektorok skalaris szorzata csak 0,1 értékeket vehet fel,
és el6zbleg bevezettiik a eq, ey, e3 jeloléseket, bevezetiink egy szimbdélumot, amely az egységvektorok
skalaris szorzatara valé informaciét kompakt médon osszefoglalja. El6sz6r atirjuk a fenti tételben

megjelend skalaris szorzatokat az (j jelolésben:
€1-€1 =€2-€ =¢€3-€3 = 1, €1-€p=¢€2-€3 =¢€3-€1 =0.

Bevezetve a 0;; Kronecker Delta szimbdélumot:

1 hai=j
ei-ej:5,-j: 0 ha';é'.
7]

3 3 3 3
a-b= <'Z1 aiei> : (21 biei) = Y aibje;-e=Y7,_ aib;;= ‘Zl ajb;.
1= 1= 1=

ij=1

2.5. Diadikus szorzat?

Nem emlékszem pontosan, hol hasznaltuk a diadikus szorzatot elmfizben, de szerintem nem annyira
fontos és két vektortér tenzorszorzatanak specialis esete, amikor V. =W, vagyis V®V elemei aob
diadikus szorzat tagok (Wiki dyadics article). Bevezethetjiilk az absztrakt targyalasnal, amikor a

vektortereket absztratkan kezeljik.

3. Linearis algebra

3.1. A kétdimenziés eukleideszi tér

Emlékezziink vissza, hogy a valés szamokbdl rendezett parokat alkothatunk a descartes-i szorzat altal.

3.1. Definicié. Legyen Xi,X, két halmaz. A két halmaz Descartes szorzata egy tjabb halmaz
X1 X X,, amelynek elemei rendezett szamparok:

X1 X Xp :={(x1,x2)|x1 € X1,%0 € X5}

Kovetkezésképpen, amennyiben X = X, = R, azt kapjuk, hogy R? := R x R = {(x1,x)|x1,x2 € R}.
Tehat R? elemei rendezett szamparok. A valds szamokon értelmezve van az sszeadas és a szorzas.
Felmeriil a kérdés, hogy R? is kap-e valamit ebbél a struktarabdl. Prébaljuk meg tgy definialni az
Osszeadast és szorzast R2-en, hogy hasznaljuk fel a valés szamokrdl a miiveleteket. Mivel szamparokrol
beszéliink, ahol mindkét szam valds, az 0sszeadast definialjuk tagonként. Konkrétan:
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3.2. Definicié. Legyen (x1,x3),(y1,y2) € R%. Ekkor (x1,y1) és (x3,y;) Osszege a kévetkezd
szampar:

(x1,31) + (22,52) 1= (x1+22,51 +y2).
3.3. Példa. Legyen a két szamparos (1,5),(3,3). Ekkor az dsszeglik:

(1,5)+(3,3) = (143,543) = (4,8).
Eszrevehetjiik azt is, hogy:

(3,3)+(1,5) =(3+1,3+5) = (4,8).

Mint latjuk, érdekesség képpen ugyanazt az eredményt kapjuk, attol fiiggetleniil, hogy milyen
sorrendben adtuk ossze a két szamot. Véletlenszerii-e ez? Vagy talan van egy struktira, amely
ezt mindig biztositja?

3.4. Megjegyzés. Az dsszeadas miivelete R%-en kommutativ. Ez abbdl kovetkezik, hogy a valds
szamok osszeadasa kommutativ, vagyis felcserélheto. A kijelentést egyszerii belatni: legyen
(x1,%2), (v1,)2) € R?. Ekkor:

(x1,x2) + (¥1,¥2) = (X1 +y1,X2+¥2);

O1,>2) + (x1,%2) = (y1 +x1,y2 +x2).

De mivel x1,y; valos szamok, az osszeglik felcserélhetd, vagyis:
X1 Y1 =y1+2x1.
Hasonloan: x,,y, valos szamok, emiatt:
X2 +y2 =y2+X2.
Kovetkezésképpen:

(x1,%2) + (v1,02) = (k1 +y1,%2+y2) = (V1 +x1,02 +x2) = (v1,)2) + (x1,%2).

Az osszeadashoz hasonléan, egy szorzas miiveletet is értelmeziink, tagonként. Ezt a miiveletet

skalarral vald szdérzasnak nevezziik.

3.5. Definici6. Legyen (x1,x;) € R? egy szampar és A € R egy valds szam. Ekkor (x1,x;)-nek a

A skalarral valo szorzasa a kévetkezé szampar:

(l~x1,l~x2).

Tehat eddig van egy halmazunk, amelyen két mivelet értelmezett. Ezek a miiveletek eleget tesznek
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a vektortér axiomaknak. Emiatt a (R?,+,-) struktira egy vektorteret alkot. Ennek a struktaranak
az elemeit két dimenziés eukleideszi vektoroknak nevezziik. Mostantol egy két dimenzids eukleideszi

vektort a kovetkezé képpen fogunk jelolni:
X = (x1,x2).

Tegyiik be a vektortér axiomak geometriai jelentését/abrazolasat. Ezaltal vezessiik be. Vegyiik észre,

hogy felirhatjuk a kovetkez6t:

X = (x1,x2) = (x1,0) 4+ (0,x2) = x1 - (1,0) +x- (0,1).

3.6. Definicié. Legyen c¢,d € R valds szam és x,y € R? két dimenzids eukleideszi vektor. Ekkor

X ésy linearis kombinaciojanak nevezziik a kovetkezd két dimenzios eukleideszi vektort:
(ex1 +dyr,cxp +dyr) = c(x1,x2) +d(y1,y2) = cx+dy.

3.7. Példa. A linearis kombinacionak sok sajatos esete van, amelyet jol ismeriink:
1. 1-x+41-y- 0sszeadas,
2. 1-x—1-y- kivonas,
3. 0-x+40-y = 0- null vektor,

4. ¢-x+0-y = c-x- skalazas

Ugy a linearis kombinacié, mint a fenti négy sajatos esete is abrazolhaté geometriailag. Abra:
Gilbert Strang MIT kurzusabdl tehetnénk abrakat ide.
Kovetkezé munka: bevezetni bazist, vektor koordindta reprezentacidjat, transzformacidok. Matrix

és linearis fliggvény kozotti kilonbség.

4. Absztrakt vektorterek

Az elbz6 fejezetben az eukleideszi térben valé vektorok tulajdonsagai tanulmanyozasa utan, észrevettiik,
hogy adott miiveletekre nézve specifikus tulajdonsagokat teljesitenek. Ebben a fejezetben a célunk
a vektortér altalanos fogalmanak bevezetése, illetve a vektortér struktlrat megérzé leképezések

tanulmanyozasa. Az absztrakt vektorok, vektorterek fizikdban tobb helyen is megjelennek:
1. klasszikus mechanikaban: helyzetvektor, sebesség, gyorsulas;

2. Fourier analizisben: L*(0,27) - differencialegyenletek el6adason tanultuk, hogy sin(mx) és cos(mx)

egy bazist alkotnak ezen a téren;
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3. elektromagnességben: a Maxwell egyenletek id6ben valtozé vektormezdket irnak le: E(t),B(t) -
pontosabban, a tér minden pontjaban egy adott idépillanatban két vektor van megadva, amely

leirja az elektromos és magneses mez6t;

4. kvantummechanikaban: L2(R3,dx)— avagy a négyzetesen integralhaté fliggvények tere - ezek a
hullamfiiggvények;
5. altalanos relativitaselmélet: térid6hdz kotott érintéterek.

Mint lathatjuk, vektorterek hasznalva vannak Ggy a klasszikus fizikaban, mint a kvantummechanikaban

is, tehat a természetet leir6 matematikaban |ényeges szerepet jatszanak.

4.1. Megjegyzés. Az altalanos relativitaselméletben a téridének nincs linearis struktiraja. Ez
konnyen belathato abbol, hogy nem tudunk skalarral valo szorzast és osszeadast definialni a

téridon. A kovetkezo kérdések ezt egyértelmiien illusztraljak:
1. "Merre van 5x Parizs?";
2. "Merre van Parizs + Kolozsvar?".

Mint lathatjuk, a fenti kérdéseknek nincs sok fizikai értelme, emiatt a relativisztikus téridére nem

hiazhatunk linearis struktarat.

4.1. Vektorterek

Amiel6tt vektortereket definalnank, két matematikai struktirara van sziikségiink: csoport, test. A
csoportok fontos szerepet jatszanak a fizikaban, mivel rendszerek szimmetriaihoz kotheték. Tovabba,
amennyiben egy Lagrange-fliggvény invarians, nem valtozik egy folytonos szimmetriacsoport hatasara
nézve, a szimmetriacsoporthoz tartozik egy megmaradé fizikai mennyiség. Az energia, implzus
megmaradasanak a tétele modern nyelvezetben az id6beli és térbeli valé transzlaciés szimmetria
kovetkezménye, mig az impulzusnyomaték megmaradasanak elve a forgasinvarianciahoz kotheté.
Ugyanakkor nem csak téridé szimmetridk vannak, hanem belsé mértékszimmetriak is, amelyekhez
hasonlé médon tartoznak megmaradé mennyiségek, mint példaul az izospin. Mottéként kijelenthetjiik:

"A szamok mennyiségeket mérnek, a csoportok szimmetriakat".

4.2. Definicid. Legyen G egy nemiires halmaz és - eqy fiiggvény, amely a halmaz két elemét egy
masik elemébe képezi (zartsaqg):
:GxG—G,

(a,b) —a-b .
ola,b € G. A (G,-) parost csoportnak nevezziik, ha a kovetkezd axiomak teljestilnek:

1. Bal identikus elem létezése: 3 ec GV g G:
e-8=8,

ahol e-t a csoport bal identikus elemének nevezziik;
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2. Bal inverz létezése: V g € G, 3d’ € G:

ahol d’-t g bal inverzének nevezziik;

3. Asszociativitas: V g1,22,23 € G:
81-(82-83) = (81-82) 83 -

Amennyiben minden a,b € G-re teljesiil, hogy a-b=b-a, a (G,-) csoportot Abel vagy kommutativ.

csoportnak nevezziik.

Ide be lehetne tenni feladatokat: pl. Igazoljuk, hogy:

1. az inverz inverze az énmaga, vagyis (¢~!)~! =g.

2. Ha létezik bal inverz és bal egység elem, akkor |étezik jobb inverz és jobb egység elem is, s

egyenl6ek a bal oldaliakkal.
3. Egy csoport identikus eleme, inverz elem egyértelmd.
4. (ab)~'=b"lag7!

4.3. Megjegyzés. A fenti struktarat altalaban diszkrét csoportnak nevezziik. Léteznek Lie-
csoportok is, amelyeket formalisan sokasagként definalunk az algebrai struktira mellett, ahol
a csoportban levé miiveletek végtelentil sokszor differencialhatok. Ebben az el6adasban, gon-
dolhatunk a folytonos/Lie csoportokra, mint olyan csoportokra, amelyeket paraméterezni lehet
folytonos, vagy végtelentil differencialhato modon.

4.4. Példa. A valos szamok az 6sszeadasra nézve csoportot alkotnak, sét Abel-csoportot. Viszont

a szorzasra nézve nem, mivel nullanak nincs inverze.

4.5. Példa. Altalanos linearis csoport( General linear group): GL(n,C)- az n x n-es invertalhato

matrixok halmaza a matrix szorzasra nézve. Ez a csoport nem kommutativ n = 2 esetén.
0

—1
—1#0. Viszont nem kommutalnak, ami egyszeriien belathato:

(0 ()= (50
w=(10) 6 5)=00)

Ez a példa kivételesen érdekes, mivel az ortogonalis és unitér csoportok, amelyeket fizikaban

1 0 1
Egyszeriien belathato, mivel: A = (O ) ésB= . 0) invertalhato matrixok, determinansuk
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sokszor hasznalunk részcsoportjai GL(n,C) — nek.

4.6. Példa. Ortogonalis csoport O(n) = {A € GL(n,R)|ATA = AAT =1,,}. Egyértelmdien belat-
hatjuk:

det(ATA) = det(I,) = det(ATA) = det(AT) det(A) = det(A)* = 1 = det(A) = +£I.

Az alcsoportot, ahol det(A) = 1 specialis ortogonalis csoport-nak nevezziik:
SO(n) ={A € GL(n,R)|ATA = AAT =T, det(A) = 1}.

Ez ugyan nem mas, mint a j6l ismert forgas csoport! A konkrét kapcsolatot és a csoport paraméterezését

aeR}

a kovetkez6 tétel adja.

cosQ  sino

—sin coso

) € GL(2,R)

4.7. Tétel. SO(2) = { (

Bizonyitas. Kezdjiik SO(2) definiciéjaval:
SO(2) ={A € GL(2,R)|ATA =1,,det(A) = 1}.
Vegyiink egy konkrét matrixot GL(2,{R})-bél és alkalmazzuk ra a feltételeket:
A (a b) AT <a c) L ATA— (a c) <a b) _ <a2+62 ab—l—cd>.
c d b d b d) \c d ba+dc b*+d?
Mivela,b,c,d € R, felhasznalva a kommutativitast ab+ cd = ba+ dc kapjuk, hogy:

ATA — a2+ ab+cd ‘
ab+cd b*+d>?

Most szamoljuk ki det(A)-t:
a b
det(A) = det ( ) = ad — bc.
c d

A két feltételt ATA =1T,det(A) = 1 felhasznalva:

2 2
b+cd 10
det(A) =1 —> ad—be—1, ATA=T, —s ¢ T @red) _ .
ab+cd b*+d* 0 1

Tehat négy feltételt kaptunk az a,b,c,d valés szamokra:
a?+c*=1; (2)

P’ +d*=1; (3)



ad —bc=1; (4)
ab+cd = 0. (5)

A (16), (17) egyenletek azt mutatjak, hogy (a,c),(b,d) egy egység sugart koron vannak, tehat

parametrizalhatjuk &ket a kovetkezé képpen:
a=cosa, c=sina, b=cosf, d=sinf, ahol a,p €R.
Bepakolva (18),(19)-be:
cosasinfB —cosfcosa =1, cosocosf+sinasinf =0. (6)
Felhasznalva a trigonometrikus 0sszefiiggéseket (20)-t atirhatjuk, mint:
sin(B—a)=1, cos(B—oa)=0.

Ebbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy:B — o € §+27IZ. Tehat:

a b cosQ cos cosa cos(Z+2nZ+ o cosa —sino

c d sinoe  sinf3 sina  sin (% + 277+ Oc) sina  coso
Mivel a € R tetsz6leges, atnevezhetjik o — o/ = —a. A cos fiiggvény paros, mig sin fliggvény paratlan,
amibdl kovetkezik:

cos(—a') —sin(—a') coso’  —(—)sina’ cosa’ sina/ ,
sin(—a’)  cos(—a) —sina’  coso/ —sina’ cosa’
]

4.8. Megjegyzés. Ahogy emlitettiik feljebb is, a forgascsoporttal szemben valé invariancia egy

megmaradasi tételhez vezet: impulzusnyomaték megmaradasa.

Amennyiben belefér, nem tdl sok, betehetném még példanak az unitér csoportokat, és SU(2)-re
hasonléan a paraméterezést (vagy ez lehet akar feladat is). SU(2) utan meg lehetne emliteni, hogy
SU(2) SU(3) és U(1) a standard modell mértékcsoportjai, és hozzajuk tartozé6 megmaradé mennyiségek

vannak, ez lenne a motivacié ennek a tanulmanyozasara.

4.9. Definicié. Egy (F,+,-) harmast testnek neveziink, ahol F egy halmaz, +,-:F xF — F
leképezések és kielégitik az alabbi axiomakat:

1. (F,4) Abel-csoport;
2. (F\{0},-) Abel-csoport;

3. Va,b,ceF:a-(b+c)=a-b+a-c.
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4.10. Példa. A legegyszeriibb példa a {0,1} halmaz, Osszeadasra és szorzasra nézve. Ezt 7Z,-nek

nevezziik.

4.11. Példa. (R,+,-).

4.12. Példa. (C,+,).

Ebben a jegyzetben legtobbszor csak a valés szamokat fogjuk testként venni, de megemlitettiik a
test fogalmat, mivel példaul a kvantummechanikadban a komplex test folotti vektortereket hasznalunk,

igy érdemes tetszbleges test feletti vektorterekrdl tudni. Tehat mostantdl, legtobb esetben F = R.

Feladat 4.1

1. A haromdimenziés térre igazoljuk, hogy:

(a)

a> a-b

axbl?=
| | a b b

(b)
a-a a-b a-c
\(a,b,c)>=|b-a b-b b-c|>0

c-a c-b cc

Utmutatas: Hasznaljuk fel a vegyes szorzat determinans alakjat illetve azt, hogy det(AT) = det(A) és

det(A - B) =det(A)det(B).

2. Ha attérink a négydimenziés euklideszi térre, akkor belathaté, hogy létezik legtobb négy
linearisan fliggetlen vektor. Amint a haromdimenzids térben két vektorhoz a vektorialis
szorzat révén egy (jabb vektort rendelhetiink, hasonléan most a négydimenziés térben

harom vektorhoz a, b, c egy (j vektort rendeliink az alabbi médon :

e e e3 ey
ay a; asz ay
by by b3 by

Cl Cp (€3 (4

axbxc=

lgazoljuk, hogy:

(a)
a-a a-b a-c
laxbxc*=|b-a b-b b-c

c.a cb cc
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(b) Az alabbi ,vegyes szorzat" esetén
(axbxc)-d=(a,b,c,d)

fennall az, hogy

ay ay az ay
by by by by
cl C) C3 C4

di dy dy dy

(a,b,c,d) = —

(c) ... és az, hogy

a-a a-b ac a-d
b-a b-b b-c b-d
(a,b,ec,d)=| ¢ ¢ >0
c-a ¢cb cc cd

d-a d-b d-c d-d

4.2. Vektorok matrixreprezentacioja
Az L linearis térben valasszunk egy e;, i = 1,n bazist.
Barmely x vektort a térben felirhatjuk mint a bazisvektorok linearis kombinacioi:
n
xX=x1e+ - +x,e,= inei , Xx; az x vektor komponensei

i=1

Az adott bazis esetén irhatjuk, hogy

X1
X2
xX=
Xn
Belathato, hogy
X1 +y axi X1
X2+y2 oxo X2
xX+y= . , ax= = ,

Xn+Yn oxp Xn

Vektorok matrix reprezentacidja: oszlopmatrix

4.2.1. Linearis operatorok matrix reprezentaciodja

Legyen L egy n dimenziés linearis tér, ennek bazisa e; , i

I
E
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Legyen O : L — L operator, azaz vektorbdl vektorba torténs leképezés:

y=0(x)

[ Linearis operator O(ax+ By) = aO(x)+BO(y), ahol x,y € L

Az operatorok egymas utani alkalmazasat ezek szorzataként tekintem, azazy = Ol(x) ész= Oz(y).
akkor z= 0, (01(36)) =0,-0,(x) = 012 (x)

1. Tehat O,-0; = 0y, : L — L maga is lineéris operator (zartsag).
2. Fennall az asszociativitas is

3. Létezik semleges elem is.

o

. Hasonl6képpen értelmezheté az operatorok osszeadasa is.

Kovetkezésképpen a négyzetes matrixokhoz hasonléan egy (asszociativ) algebrat alkotnak (linearis tér
+ bilinearis szorzasi miivelet).

Egy x vektort az adott bazisban az x; dsszetevSkkel /koordinatakkal jellemezziik.

Oe;)=f;= Y.;(fi)je;, melynek koordinatai (f;); = Oji, azaz O(e) = Y;Ojie;.

Ha y = O(x), akkor ¥;y;e; = O(¥;xie;) = L, xi0(e;) = ¥, ;xi0jie;.

Y=Y 0jixi
i

Matrix reprezentacié osszefoglalé
1. Vektorok — oszlop matrix
2. Linearis operatorok — négyzetes matrix
3. Lin. operatorok osszetevése — az elemi operatorok matrixainak szorzata

4. Operator altal transzformalt vektor — operator matrixanak és vektor oszlopmatrixanak

szorzata

4.13. Példa. Két dimenzioban: az e, 1 e, linearisan fiiggetlen vektorok révén nézziik, hogy

hanyféleképpen transzformalhatunk két dimenzioban. A sziirke teriilet aza = a e, +aze, ,ay,a; €
a 0
0 B
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[0, 1] lehetséges vektorok halmazat jeldl.

1. nyajtas: 2 paraméter




2. forgatas: 1 paraméter

R

cosy —siny
siny cosy
1
N = 0

Tetszbleges linearis transzformacio = a harom féle transzformacio valamilyen Osszetevéddése.

Az<“ b):s-Rw
c d
(a7ﬁ7’}/76)%a7b7c7d

A transzformaciok alkalmazasanak sorrendje szamit: S-R-N #R-S-N # S-N-R

3. nyiras: 1 paraméter

Példaul:

Vs

34



4.3. Vektorreprezentacio transzformacioja bazisvaltas esetén

Az ey, ey,... e, bazisrol térjiink at az e}, e}, ..., é€),.

Az () bazisvektorok felirhaték mint a régi bazisvektorok linearis kombinacidja:

e; =Y (e)jej =Y Tie;
j j
ahol (e;),- =T az e} 0j bazisvektor komponensei a régi bazisban. Egy tetszéleges x vektort felirjuk

mindkét bazisban:

x=Y xje; =Y xie; =Y xi(e})je; =) xiTjie;
j i i.j L,j
Xj=YTix,, =  x=YT;'%
i J

Osszevetve a fentebbi y; = ¥, 0ix; képlettel

: Al
Tj; bazisvaltas = a teljes L vektortér (linearis) transzformacidja T -vel.

4.4. Linearis operatorok transzformacioja

Az L linearis teren hat egy O operator, ami y= Ox médon kapcsol Gssze barmilyen x € L vektort
valamely masik y € L vektorral.
. . ., - . . .
A T ~ linearis operatorra gy tekintiink, mint egy olyan transzformaciéra, melyet a tér minden

vektorara alkalmazunk (vagy egy sima bazisvaltasként T;; szerint, ahol 7;; a T matrix reprezentacidja)
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A1

L 1s s . ~ p A—1 .
Keérdés: miként hozzuk létre azt az O’ operatort, mely ugyanazokat ax' =T x,ésy =T 'y
vektorokat kapcsolja ssze, y = 0’x’ modon, melyeket a transzformaciot megel6zéen a o kapcsolt

.. . Jo / ~ . , - . ~ . , Ve ,
0ssze? (vagy mi lesz O Oij matrix reprezentacidja a bazisvaltas utan)
x=Tx, y=Ty

y=0x, — Ty=0Tx |- T (.)

Sy =1'0fx

i A | .
4.14. Tétel. Egy O linearis operator T ~ szerinti linearis transzformaltja

_1T

(@)

0=t
(vagy O operator matrix reprezentacidja a T;; bazisvaltas utan

—1
OEJZkZ;,Tik OuTij - )

4.5. Linearis egyenletrendszerek geometriai értelmezése
4.5.1. Linearis egyenletek mint vektorvetiiletek

Két dimenzidban a
aix1 +axyx; =0o,
bixi+byxy = ﬁ .

egyenletrendszert a vektorok skalar szorzatanak segitségével atirhatjuk

ax =uo,

{ b-x =p.
alakra, ahol az @ = (ay,a;) és b = (by,by) vektorok, illetve a és B skalarok adottak. Az ismeretlen
x vektort annak két vetiilete révén akarjuk meghatarozni. Belathatd, hogy ha a és b parhuzamosak
(linedrisan fiigg6k), azaz b = ua, akkor B = uo vagy ellenkezé esetben ellentmondé egyenleteink vannak.
El6bbi esetben az a tartéegyenesére merdleges iranyban nem tudunk semmit az ismeretlen vektorrdl,
ezért nem kapunk egyértelmi megoldast (végtelen sok megoldast kapunk). Ez a helyzet all fenn a
homogén esetben, mikoris & = B =0, azaz x meréleges két adott vektorra. Sikban egy egyenesre csak
egyetlen masik egyenes lehet meréleges ezért az a és b tartdegyenesei egybe kell essenek, szingularissa

téve a belblik képezett matrixot.

Harom dimenzidéban

ax =a,
bx =B
cx =7v.

Ha a, b és c linearisan fliggdk, létezik u és v gy, hogy ¢ = ua+ vb, masszéval a harom vektor egy
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sikban helyezkedik el, akkor vetiiletek segitségével nem tudom az ismeretlen x vektort egyértelm(ien
meghatarozni. Ha y=ua +vf, akkor barmely a sikra mer&leges vektor megoldas, ellenkezé esetben
nincs megoldas. Itt is a homogén eset, @ = B = y =0, szavatolja az ellentmondas mentességet, és a
sikra mer6leges iranyl, azonos tartéegyenesi vektorok sokasagat kapjuk megoldasként. Az a, b és ¢
vektorok linearis fliggésége, azaz a beldliik képezett matrix szingularitasa, nyilvanvalé kovetelmény,
mert térben nem lehet harom fiiggetlen iranyra meréleges egyenest szerkeszteni. Ha mindharom vektor

kollinearis (a matrix rangja egy), akkor ezekre meréleges sikban elhelyezkedd barmely vektor megoldas.

4.5.2. Linearis egyenletek mint (hiper)sikok

Harom dimenziéban egy sikot felirhatunk gy mint
ax+by+cz=d

ahol d/a,d/b és d/c a sik metszéspontjai az x,y illetve z tengelyekkel, azaz a,b és ¢ az orientacidjat
d pedig az elhelyezkedését (a koordinata kezdGponttdl vald eltolast) jellemzi. Két hasonlé egyenlet,
azon x,y és z koordinatakkal jellemzett pontok halmaza, melyek két siknak egyidében részei, azaz a
két sik metszete, ami altalaban egy egyenes, szingularis esetekben iires halmaz (a két sik parhuzamos,
de egymashoz képes eltoltak) vagy egy sik (a két sik egybeesik). Harom egyenletbdl allé rendszer
megoldasa a megfelel6 harom sik metszeteként kapott pont koordinatai. Ha az egyik egyenlet bal
oldala megegyezik a masik két egyenlet bal oldalainak linearis kombinaciéjaval az egy olyan sikot
jelent, mely parhuzamos az utébbi ketté metszési vonalaval (nincs megoldéas) vagy magaba foglalja
a metszévonalat (végtelen sok megoldas). Hogy melyik esettel allunk szemben a kezd6ponttdl vald
elmozdulast jellemz& jobb oldali szabad tagtdl fiigg.

Homogén egyenletek esetén mindharom sik atmegy a kezdéponton. Mint ilyen a kezd6pont trivialis
megoldas. Ettél eltéré megoldas csak akkor kaphatd, ha a harom siknak van egy kozos metszési vonala

(az egylitthaté matrix rangja kettd), vagy a harom sik egybeesik (a matrix rangja egy).

4.6. Sajatértékfeladat

Atlés (diagonalis matrix) = nyGjtas (skalazas)

M0 ...00 X1 Aixy
Ax — 0 )Lz . 0 X2 _ QLQXZ
O 0 ... A Xn A

Ax = b (A négyzetes, b oszlop) csatolt rendszer — nehezen megoldhato
Ax =b (A atlés, b oszlop) csatolatlan rendszer — konnyen megoldhaté

— szeretjuk a diagonalis alakot.
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A0 ... 0 1 A

0O A ... 0 0 0
Ae| = 2 = =Me; ...Ae,=Ne, .
0O O Ay 0 0

1. Az atlés matrix a bazisvektorokra hatva veliik parhuzamos vektort hoz létre.
2. Két vektor parhuzamossaga (lin. fliggGsége) reprezentéciotdl fiiggetlen.

3. A matrix mint egy linearis operator reprezentacidja a linearis tér bazisanak megvalasztasatol

flgg.

— Egy masik bazisban a transzformalt A és ey, e»,...,e, kozott is hasonld skalazas nydjtasi relacié all
fenn— valasszunk jol bazist.

Visszafele indulunk el.

Egy adott A valds operator (matrix) esetén keressiik azokat a vektorokat, melyekre hatva (azokat
szorozva) a vektorral parhuzamos @j vektort kapunk. Ax; = Ax; i=1,2,...n ahol n a linearis tér
dimenzidja (a matrix mérete).

A; - az A sajatértékei, x;- az A sajatvektorai

Legyen X az xy,xp,...,Xx, sajatvektorok oszlopmatrix reprezentaciéjabdl képezett négyzetes matrix.

AX=XA |x L

A=X"1AX

4.15. Definicié. Hasonlosagi transzformacio
A =T 'AT
4.16. Tétel. Hasonlosagi transzformacio megtartja a matrixok sajatértékeit.

4.17. Bizonitas.
Ax=Ax A=TAT"!

TAT 'x=2x |T
AT 'x=AT"'x |T7"

A'x = Ax X=T'x O

Sajatértékfeladat megoldasanak menete:

;

(i —A)x1+apxo+-+apx, =0

arix1+ (axn —A)xa+ -+ +axyx, =0
Ax—ix - (A-ADg=0 o (@TlmmAe o

| @n1X1 + X2 + -+ (@pn — A)xn =0

homogén linearis egyenletrendszer, I az n x n-es egységmatrix.
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1. Trivialis megoldasa az x =0.

2. Ha van nemtrivialis megoldasa, akkor automatikusan végtelen sok van, mert egy szorzé erejéig

hatarozhaté meg, azaz ha x megoldas, akkor ax is megoldas Va # 0.

3. Olyan a szorzét hasznalunk, mely megfelel. Példaul x egylitthatoi egyszerl alakot dltenek (egész

szamok) vagy a vektor normalt lesz: ||x|| = /x2 +x+-- +x2 =1

A nemtrivialis megoldas |étezésének sziikséges feltétele az A matrix szingularitasa.

4.18. Definicié. A matrix szingularis, ha...

ajr—A  app -+ an
a1 ap—A -+ a
det(A — Al) = _ _ . = 0,
anl an2 st App — A

A-ban egy n-ed foki egyenlet.

A fenti egyenlet minden egyes A; gyokére megoldjuk a homogén egyenletrendszert.

4.6.1. Elfajult sajatértékek esete

Az
Ax = Ax

egyenlet megoldasa felfoghaté mint azon (al)terek meghatarozasa melyeket az A transzforméacié
onmagukra képez le, azaz a benne levé vektorokat nydjtja, zstgoritja, tiikrozi, 2D folott forgatja
is, de nem lépteti ki Gket az altérbdl. Ezek az (al)terek az A transzformacié sajat terei. A matrix

sajatvektorai az egyes (al)terek bazisai. Elfajult sajatérték alatt a
det(A—Al) =0

karakterisztikus egyenlet tobbszords megoldasait értjiik. llyenkor egyetlen A sajatértékhez nem egyetlen
sajatvektor, azaz egyetlen bazisvektor, azaz egydimenziés sajattér tartozik, hanem annyi ahanyszoros
gyok. Ha példaul A kétszeres gyok, akkor a hozza tartozé alteret két linearisan fiiggetlen sajatvektor
fesziti ki.

Példa:
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sajatértékei 4, 2 és 2. A =4-re az

1 1 1 X1
A—4Dx=| 0 -2 0 v | =0
11 -1 X3

egyenletet kapjuk. A masodik egyenletébdl x, =0, mig a masik kettébdl x; = x3. Tehat x; = (1,0,1).
A fentiekben (gy is gondolkozhattunk, hogy a sajat vektorokbdl épitheté tér, tehat az azt alkoto
vektorokat felirhatjuk gy mint:

X1 0 0
X=| x |[=x1| 0O |+x2| 1 |+x3| O
X3 0 0 1

Figyelembe véve a kapott xp = 0 és x| = x3 Osszefliggéseket, a fentiek

X1 1 0 X3 1
0 =x3| 0 | +x3] O | =x3| O
X3 0 1 X3 0

X=1| x | =x1| O | +x3| O

Tehat a A = 4-hez rendelhetd sajattér egyik lehetséges bazisa az (1, 0, 1) komponensekkel rendelkezé
vektor.

A =2 esetében a

X1
(A-2Dx;=| 0 0 0 x» | =0
X3
egyenletet kell megoldanunk, mely annyit mond, hogy x; = —xp —x3. Tehat
X1 1 0 0 —1 —1
x=| xn |=—(o+x3)| 0 |+x| 1 [+x| 0 | =x 1 + x3 0
X3 0 0 1 0

Tehat a A = 2 sajatértékhez tartozé sajattér a (-1, 1, 0) és (-1, 0, 1) vektorok tetszéleges linearis
kombinacidja. Barmilyen vektor ebbdl a sajattérbsl benne marad a sajattérben az A-val vald szorzast
kovetben is. Ez utébbi két vektor tehat sajatvektorai az A matrixnak. De az altaluk kifeszitett térben

barmelyik masik két linearisan fiiggetlen vektor is megteszi. Példaul

1 ~1 ~1 0 ~1 ~1
1 =D 1 [+0-] 0 és 1 |=1] 1 |+CD-| o
0 0 1 ~1 0 1

linearis kombinacidk is hasznalhaték sajatvektorokként.

40



4.7. Gram-Schmidt ortogonalizacios eljaras

)

u=vi,

U =vy — pI'Ojul (v2>7

Uz =v3 — projul (V3) - pI‘Oju2 (V3)7

(u,v)

proj, (v) = W“

| V:E‘

Proj,,, va

Uy = V4 — projul (V4) - pI'Ojuz (V4) - proju3 (V4)7

ukzvk—z

proj,, (vi),
=1

k—1

J

4.19. Példa. Ortogonalizaljuk az 1,x,x* fiiggvényrendszert az

skalaris szorzatra nézve.

proj; (x) =

(1,x

u1:1,

~—

112

1=0,

1
() =] et

up = x — proj; (x) =x ,

2

uz = x* — proj; (x*) — proj,(x*) = x* — 2
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5. Tenzorok

A tenzorok a skalarok és vektorok altalanositasaképp foghaté fel. Egy n-ed rendi tenzor egy olyan
objektum, melynek a megadasahoz tetszéleges koordinata rendszerben 3" szamra van sziikségiink. Igy
a vektorok elsérend(i tenzorok, melyeket 3! = 3 komponensel adhatunk meg, mig a skalarok nulladrendi
tenzorok, 3% = 1 komponensel.

Tenzor = multilinearis leképezése vektoroknak szamokra Elsé rend( tenzor:

TeT: V>R, xyeV, oBeR

T(ax+By) = oT(x)+BT(y)

Masodrend( tenzor:
TeT,:VxV—-R, xy,zeV, a€eR

T(ax,y)=T(x,oy) =T (x,y)
T(x+y,z)=T(x,2)+T(y,2)
T(x,y+2z)=T(x,y)+T(x,2)

n. rend( tenzor:
TeT,: V>R, x,x,....%,y€V, a,BeR
T(x1,x2,...,0%;+BYy,....,xp) =T (x1,X2,....Xi,..., %)+

+BT (x1,x2,....,¥,...,Xn)

Példa
[ J
X(a)=a,, vetités az Ox tengelyre
[ J
QOla)=aq, skalaris szorzat valamely rogzitett vektorral
[ ]
Ts(a,b,c) =ax(b-q)cy .
[ J

O(a,b)=a-Ob, linearis operator + skalar szorzat
5.1. Tenzorok reprezentacidja
e Legyen e; bazis a V-n, T els6rend( tenzor.
T(x) = T(xiei) :xiT(ei) =Xxit; , ahol = T(e,')
T (e;) sziikséges és elégséges, hogy a T tenzornak barmely vektorral valé kapcsolatat leirjuk.
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Mint ilyen ¢; egyenértékl a tenzorral magaval.

e Hasonloképpen, ha T masodrendd tenzor, akkor Vx,y € V

T(x,y) =xiy;jT;j , ahol T;j=T(e;e;)
e Ha T n. rendl tenzor, akkor Vxy,x3,...,x, €V
T(x1,X2, - ,Xn) = X14,X2i, * * * Xni, Tiyinewiy >
ahol Tiliz"'in = T<ei17ei27 e 'ein)

5.2. Tenzorok linearis transzformaciodja

Adott ej,ey,..., bazisrdl attériink az e/,é),..., bazisra egy O transzformaciéval, melynek linearis
reprezentaciéja Oy,
, —_— s .

A T n. rend( tenzor reprezentacidja az (j bazisban

I f— / / / — . . . . . . . . .
T; =T(e; .e,,....6; ) =0;;,0ij,...0;,;T(ej ej,....ej;)

i1ip...0n 11°%ip in

/ — . . . . . . . . .
T; - 0l1]101212 : "Olnjnlejz---Jn

i11p...0n

Masodrend( tenzor esetén:
Tll] = OimOjnTmn - Oimeann - OimenO;Ij

Matrix reprezentacié hasznalataval:
T'=0TO"

5.3. Tenzorok kiils6 (tenzori) szorzata
Ha T €7,, U €7, akkor értelmezett az

W=T®UE Thin

W(X],X2," Xy Y1,Y2, 7ym> = T(X],XQ,"' ,xn)U(ylayZ,' e 7ym)

Wiviy-injijo-jm = Tivig-inUjy jo---jm
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5.4. Tenzorok kontrakcigja
5.1. Definicié.
1. Kontrakcid. a tenzor rendjének csokkentése indexek parosaval torténd osszevonasaval

2. Indexek oOsszevonasa: két szabad index 0sszegzési indexé alakitasa azonossa tétel és

osszegzés altal

3. Einstein-féle dsszegzési konvencid. Tenzorindexek osszevonasakor az 6sszegzés magatol

értetbédése miatt a Y. jel elhagyhato

5.2. Példa.

~

S UiV Wi = Zj Ujjviji = UijVvji (mésodrend[i)
2. UijVkl — Wik = Zj UjjVij = UijVi;j (mésodrend[i)
3. UjjVi] — Wi = Zi UjiVkj = WUiiVij (ma’sodrend(i)
4. Y tyvi =tyvi = a (nulladrend(i)
5. Zitijv,' =1jjvi=aq; (e/sérend[i)

6. YiiktimjUpjViki = timjUp;Viki = Amp (Masodrendti)
jklimjUpj

5.4.1. Indoklas

Két elem hasznalataval:
1. Résztenzorok hasznalata
X =T(x,-,-) 2. rend(i tenzor 3. rend(ibdl rogzitett x vektor segitségével.
Xij =T (xex, e e;) = x Ty

7

2. Vektorkomponensek tenzorbol val6 el6allitasa A fenti X;; szamokbdl létrehozhatunk egy sor
vektort

X = ZX,-jej
J

Ezekre val6 hatasa egy elsérendl U tenzornak

U(x,-) = Xl'jbtj = kakijuj

5.3. Definicié.
1. Az s;; masodrend( tenzor szimmetrikus, ha s;j =s; (indexei felcserélhetdk)

2. Az a;j masodrend( tenzor antiszimmetrikus, ha a;; = —aj; (felcseréléskor el6jelet valt)
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. Az Siliz--.ia-..ip--.in n-ed rendd tenzor szimmetrikus i é€s ig felcserélésével szemben, ha

Sitig.cigeeipecin = Sitiz..ig..ig..in

. Az Ailiz...ia...iﬁ...in n-edrendd tenzor antiszimmetrikus igq €s ig felcserélésével szemben, ha

Aijiy.igecipcin = ~Aiyin..ig..ig..in

. Egy harmad- vagy magasabbrend( tenzor teljesen (anti)szimmetrikus, ha barmely két
indexének felcserélésével szemben (anti)szimmetrikus.

. Egy paratlan rend(i tenzor tiikrozés soran eldjelet valt.
. Egy paros rendii tenzor tiikrozés soran nem valt eldjelet.

. Ha egy paros (paratlan) rendii tenzor tiikr6zés soran eldjelet (nem) valt, akkor az egy un.
pszeudotenzor.

5.4. Példa.

e Pa= —a, Pb= —b — vektorok, Pl.: r,v,p,F
e s=a-b=(Pa) - (Pb)=s — skalar, Pl.: E;m,T,p
e c=axb, (Pa)x (Pb)=c — pszeudovektor, Pl.: J=rxp, N=rxF

e s,=a-c, (Pa)-[(Pa)x (Pb)] = —s, — pszeudoskalar, Pl.: N -v

5.5. Példa. Jelolés: s - skalar, v - vektor, p - pszeudoskalar, p - pszeudovektor

S$-S— S vV-p—p
S V—V p-pP—Ss
Vv —s VXDp—V
VXV—p PXp—p
sp—p plv-(px(sv))—p

Teételek:

1. Két azonos tulajdonsagokkal (rend és szimmetria) rendelkezé tenzor linearis kombinacidja is

orokli ezeket a tulajdonsagokat.
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Bizonyitas #;; =

2. ai,-:0

3. aijsij:O
R a

4. tij=1;;+1;

5. tikakj:tl.‘jcakj

6. likSkj = f,-skskj

tij+tji+tij—tji
2 2

5.6. Anyag. 5.5. A haromdimenziés masodrendii tenzorok

5.5.1. A vectorok direkt szorzata és a projekcioés operator

Az {e},ey,e3} ortonormalt (e;-e; = ;;) descartes-féle bazisu haromdimenzios euklideszi
térben adottak az

a=aje; b=bje;

vektorok. A vektorok direkt (diadikus) szorzata

a®b:=aibje;e;

A vektorkomponenseket matrix formaban is elrendezhetjiik felhasznalva a vektorkompo-
nensek sor (bra) és oszlop (ket) matrix alakzatban valé felirasat.

aiby  ajby  aybs
la)(b| < laibj |l = aby  aby  axbs
asby  azby  azby
A direkt szorzatot szorozva skalarisan egy ujabb vektorral
(a®b)-c = a(b-c) < |a)(blc) c-(a®b) = (c-a)b < (cla)(b]
amibél kévetkezik, hogy
(@®b)-(cwd) = (b-clawd ¢ |oOll)d = (Ble)a)d]

Legyen n egy egységvektor és vezessiik be a PH (n) u.n.projekcios operatort a kévetkezé
képpen:
(n-n)=1

P|(n) = n®n

melynek az elézéek alapjan a koévetkezé tulajdonsaga van:

(P (m)? =P (n) Pi(m)a = (n@n)-a = n(n-a)

Tehat megadja az a-nak az n irdanyaba esé Gsszetevojét. Vezeessiink be egy masik mer-
oleges projekcios operatort is a kovetkezd képpen:

PLm=I-Py) PymPL)=0 (P.m)P=P.(n)

Két merdleges irany esetén:
nln < Pim)P|m) = 0
Harom, egymasra merdleges egységvektor esetén, haromdimenzios térben
(nj-nj) = §; i,je(1,2,3) = P“(n1)+77“(n2)+77“(n3) = I3
Meég at kell dolfgozni 1!
P (ni) = |n) (g

P 1 (ni) =13 — |n;) (i

la")(¢| = Rla) 6| RT

— _ aibi _ (alb)
<0s(@8) = 1] = Jalll

5.5.2. A masodrendii tenzorok meghatarozasa

Legyen adott az alabbi két vektor ket formaban:
a— (a| = (ay,ap,a3) b— (b] = (by,by,b3)
A vektorkomponensek, a koordinata rendszer forgatasakor fellépé transzformacioi:

/ /
a;= Rijaj by =Ryb;

Képezziik a vektorok komponenseibél az alabbi két komponensii mennyiségeket

melyek forgataskor fellépé transzformacicja

Ci=diby = TRijRyajby = TRijRuCj

Altalaban azt a kétindexii T;j mennyiséget, amely forgataskor az alabbi médon

transzformalodik, masodrendii harmastenzornak nevezziik.
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5.5.3. A masodrendii tenzorok tulajdonsagai

Ha A;j és B;j két masodrendLi harmastenzor akkor ezek linearis kombinacidja is szintén
egy masodrendii harmastenzor
aAjj+ BB;j = Cjj

Jelolésiikre felhasznaljuk a vastag nagybetiit, a komponenseket pedig matrix formaban

abrazolhatjuk
T T T3
T - () - Ty Tn T
Ty Ty I

A masodrendii tenzor a kévetkezé invariancia tilajdonsaggal rendelkezik:

Tr(T') = Tjj = Rij R T = 8y Ty = Tjj = Tr(T) — | Tj; nv(skalar)

Két masodrendii tenzorbol nem csak linearis kombinacio segitségével képezhetiink egy
ujabb masodrendii tenzort hanem azaltal is, hogy két indexet azonossa téve, az sszege-
zési megallapodasnak megfelelben, a k6zds indexre dsszegeziink az {1,2,3} értékekre.

Cp = AiBjg = RiRjpmAmRpRipBp = RiuRipSmAmBrp =

5.5.4. Példak masodrendii tenzorokra

Vezessiik be az u.n. nabla , linearis differencial vektoroperatort

J 29 2 9%
V = —e ; V = —e ; V = = A
ax; v x; ox?
Megmutatjuk, hogy ¢(x) skalar fiiggvény esetén, e vektor(-mez6) komponenseiként
Xi
transzformalodik. Mivel
2 _ o By
ox;  dxj dx;
ahol
- Rmpx e - g
xj = X és o = ij
kovetkezik, hogy
99 99
Zr = TRoi—t
= ox] Y ox;
A Kronechher szimbolum értelmezheté mint egy
5,!j = RaRjdy = RpRjp=96; = i

Rit RipAimBmp = RiRipCip

A masodrendii tenzorok kdvetkez6 két tipussat kiilonboztetjiik meg:
Sij = Sji = szimmetrikus masodrendii tenzor
hat fiiggetlen komponense van .

A —Aji = antiszimmetrikus masodrendLi tenzor

ij=

harom fiiggetlen komponense van . Minden masodrendii tenzort, egyértelmiien felbont-
hatjuk szimmetrikus és anitszimmetrikus tenzorok osszegeként

1 1
Tij= 5 (T + Tji) + 5 (Tij = Tji) = Sij +Aij

masodrendti invarians tenzor. Legyen u(x) egy vektormezé (vektor-vektor fiiggvény) és

. . L e e Ou(x )
képezziik komponenseinek a koordinatak szerinti parcialis derivaltjait ()’< ) . Bizonyitsuk
X,
J
be, hogy masodrendd harmastenzorként viselkedik (transzformalodik).
iu; = IR ikt 9% =R TRn Ju
o ax o 5 5%
Keépezziik veliik a szimmetrikus u;; = uj; és az antiszimmetrikus a;j = —aj; tenzorokat az

alabbi médon:

R L U U TSR A S
=35 axj | dx SHE S =5 dxj  9x ) 4ji

Az antiszimmetrikus eleve irreduktibilis, a szimmetrikus tenzorbol pedig képezziik az Uj;
irreduktibilis tenzort.

1
ajj =0 Uij = ujj — iukksij =>U; =0
du; 1 duy,
—axj’_ =Uijtaij+ 3 508

5.6. Magasabbrendii haromdimenziés tenzorok

5.6.1. A haromdimenziés tenzorok altalanos meghatarozasa

Ty iy,

7!

i sienin = Ripjp R

i1

N=3"

ijp "

in

“RinjnTiy.in

injn

5.6.2. A haromdimenziés tenzorok tulajdonsagai

OAj iy .ooiin T BBiy in...ciin = Ciy i oovin

Al iy eevin By sip i = Cig i seinip g 1 g g2 vevin-tm
[n) @ [m] = [n+m)]
Ai i eviy iy poin Al i iy iy (g = Bijuig iy =
= Biy s ip_grin_nvin_n = Cijigsnin_yg =

5.6.3. A tenzorok alkalmazasai

elsésorban rugalmassagtanban

Si

)= mn-2]—>[n—4—>[n—6—---

Voijige(1,2

Voo o Ll ot i = S e g | e 1o 1 i

A kiilbnbézé komponensek széma_-w

/ )
& jk = RiR jm RinEimn = det(R)€;ji = & jx = inv.
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5.7. Ko- és kontravarians tenzorok

Legyen e; egy nem ortogonalis, nem normalt bazis a d dimenzids linearis térben, melyben fennall, hogy
e;-e; = g;; szimmetrikus tenzor.

Barmely vektor felirhaté a = d'e; alakban, ahol a' a vektor kontravarians komponensei. Azért
kontravarians (ellentétesen valtozo), mert ha a bazist nydjtanank, akkor a komponensek csokkennének
és forditva.

a-b= gijaibj

Vezessiik be az (n. dualis bazist melynek vektorai legyenek e/ és meghatéarozas szerint:
e-el =5,

ahol 5]’: a Jol ismert Kronecker-delta. A fenti meghatarozas alapjan a kontravarians viselkedés nyilvanvalé

(ha e; nyalik, akkor e’ zsugorodik). A transzformacios képlet a két bazis kozott:
¢ = a'te, |

melyet megszorozva ej-val.

i _ ik _ ik _ S
e-ej=o"¢e-ej=o gkj_6ja

Tehat o mint matrix a g matrix inverze ezért jeloljik ugyancsak g-vel, de felsé indexekkel:
ghaj=06;, e=g%

Ugyanakkor
ik jl 1

e el =gkglley e/ =g"g" g1 = g% gug’ — (8 g8 ) =g"",
ahol kihasznaltuk a g/! szimmetriajat. Tehat
el-el — gl
Ennek alapjan foglaljuk ossze:

— A N § i sJ ik _Si
eirej=gij, e-e =g, e-e=5, g'g;=70;

e/ =glke, =5le* | ei=gye' =3le .
Azt is belathatjuk, hogy egy tetszéleges a = d'e; = ajej vektorra.

a; = 5l-kak , d = g*ay | aj= gﬂal i
Tehat

® a gy és gj metrikus tenzorokkal biztosithaté formalisan az ,atjaras" a ko- és kontravarians
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reprezentacidok kozott.

e az Einstein-féle 0sszegzési konvencié mindig egy alsé és egy felsé index esetén alkalmazandé.

Megjegyzés:
e Ortonormalt bazis esetén g =g~ .

e Ha fenti egyenl6ség fennall, akkor az eredeti és a dualis bazis egybeesnek és a kétféle index (alsd
és felsé) hasznalata indokolatlan.

Ko- és kontravarians tenzorok: Legyen T masodrend( tenzor.
Reprezentacidja a e; bazisban:
T(e,-,ej) =1j .

Reprezentacidja a e duélis bazisban:
T(e',e/) =T (g"en, g""e,) =g"g"T(en,e,) = &g tyn =17 .
tij = gimgjntmn
tij = &im8jnt™"
lij = 6{”6;-11‘”1”
tij = ging’"1)’

MEGJ:a,b,c, a’ = bxc/(a,b,c) ... keresni. feladat keresni az elozo feladat (ahol geometriailag

adtuk eg) dualis bazisat (szerkeszd meg geometriailag. hat meg a metrikus tenzor.)

5.7. Péelda. Haromdimenzios térben e' -e; =e'-e3=0 — e! = a(e; x e3).
Ugyanakkor e' -e; = a(ey,ez,e3) = 1
1 e X ey 2 e3 X e 3 e xXep
e =—"—"— e€=—— e=—".
(e1,e2,€3) (e1,e2,€3) (e1,e2,€3)

ei _ eijk ejxe
2 (81782783)
Négy dimenzios térben:
i_gijkl e;jxXexe
3! (e1,e2,e3,e4)

5.7.1. A kétdimenzids eukleideszi tér

Emlékezzuink vissza, hogy a valos szamokbdl rendezett parokat alkothatunk a descartes-i szorzat altal.

5.8. Definicié. Legyen X,X, két halmaz. A két halmaz Descartes szorzata egy (jabb halmaz
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X1 x Xp, amelynek elemei rendezett szamparok:
X1 XXy = {(xl,x2)|x1 € Xi,x € Xz}.

Kovetkezésképpen, amennyiben X; = X, = R, azt kapjuk, hogy R? := R x R = {(x1,x2)|x1,x2 € R}.
Tehat R? elemei rendezett szamparok. A valds szamokon értelmezve van az 6sszeadas és a szorzas.
Felmeriil a kérdés, hogy R? is kap-e valamit ebbél a struktarabdl. Prébaljuk meg tgy definialni az
Osszeadast és szorzast R%-en, hogy hasznaljuk fel a valés szamokrél a miiveleteket. Mivel szamparokrdl

beszéliink, ahol mindkét szam valds, az osszeadast definialjuk tagonként. Konkrétan:

5.9. Definicié. Legyen (x1,x2),(y1,y2) € R%. Ekkor (x1,y1) és (x2,y2) Osszege a kévetkezd
szampar:

(x1,51) + (x2,y2) 1= (x1 +x2,y1 +2).
5.10. Példa. Legyen a két szamparos (1,5),(3,3). Ekkor az 6sszegiik:

(1,5)+(3,3) =(14+3,5+3) = (4,8).
Eszrevehetjiik azt is, hogy:

(3,3)+(1,5) =(3+1,3+5) = (4,8).

Mint latjuk, érdekesség képpen ugyanazt az eredményt kapjuk, attol fiiggetleniil, hogy milyen
sorrendben adtuk Ossze a két szamot. Véletlenszerii-e ez? Vagy talan van egy struktira, amely

ezt mindig biztositja?

5.11. Megjeqgyzés. Az Osszeadas miivelete R?>-en kommutativ. Ez abbdl kévetkezik, hogy a

valos szamok osszeadasa kommutativ, vagyis felcserélheté. A kijelentést egyszert belatni: legyen
(x1,%2), (y1,Y2) € R, Ekkor:

(x1,x%2) + (y1,¥2) = (x1 +y1,X2 + FELADATY»);

O1,>2) + (x1,%2) = (y1 +x1,y2 +x2).

De mivel x1,y; valos szamok, az osszeglik felcserélhetd, vagyis:
X1 +y1 =y1 +xi.
Hasonloan: x;,y, valos szamok, emiatt:

X2 +Yy2 =Yy2 +x2.
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Kovetkezésképpen:

(x1,%2) + (¥1,¥2) = (X1 +y1,%2+y2) = (V1 +x1,y2 +x2) = (¥1,¥2) + (x1,%2).

Az osszeadashoz hasonléan, egy szorzas miiveletet is értelmeziink, tagonként. Ezt a miiveletet
skalarral val6 szérzasnak nevezzik.
5.12. Definici6. Legyen (x1,x2) € R? egy szampar és A € R egy valds szam. Ekkor (x1,x;)-nek

a A skalarral valo szorzasa a kovetkezd szampar:

(7L~x1,l-x2).

Tehat eddig van egy halmazunk, amelyen két mivelet értelmezett. Ezek a miiveletek eleget tesznek
a vektortér axiomaknak. Emiatt a (R2,+,~) struktdra egy vektorteret alkot. Ennek a struktdranak
az elemeit két dimenzids eukleideszi vektoroknak nevezzik. Mostantdl egy két dimenzids eukleideszi

vektort a kovetkezé képpen fogunk jelolni:
X = (X],Xz).

Tegylik be a vektortér axiomak geometriai jelentését/abrazolasat. Ezaltal vezessiik be. Vegyiik észre,

hogy felirhatjuk a kovetkez6t:

X = (x1,x2) = (x1,0) + (0,x2) = x1 - (1,0) +x2-(0,1).

5.13. Definicié. Legyen c,d € R valds szam és x,y € R? két dimenziés eukleideszi vektor. Ekkor

X ésy linearis kombinaciojanak nevezziik a kovetkezé két dimenzids eukleideszi vektort:
(ex1 +dy1,cxp+dyr) = c(x1,x) +d(y1,y2) = cx+dy.

5.14. Példa. A linearis kombinacionak sok sajatos esete van, amelyet jol ismeriink:
1. 1-x41-y- O0sszeadas,
2. 1-x—1-y- kivonas,
3. 0-x+0-y=0- null vektor;

4. ¢-x+0-y =c-x- skalazas

Ugy a linearis kombinacié, mint a fenti négy sajatos esete is abrazolhaté geometriailag. Abra:
Gilbert Strang MIT kurzusabdl tehetnénk abrakat ide.
Kovetkezé munka: bevezetni bazist, vektor koordinata reprezentacidjat, transzformaciok. Matrix

és linearis fliggvény kozotti kiilonbség.
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5.8. Absztrakt vektorterek

Az el6z6 fejezetben az eukleideszi térben valé vektorok tulajdonsagai tanulmanyozasa utan, észrevettiik,
hogy adott miiveletekre nézve specifikus tulajdonsagokat teljesitenek. Ebben a fejezetben a célunk
a vektortér altalanos fogalmanak bevezetése, illetve a vektortér struktlrat megérzé leképezések

tanulmanyozasa. Az absztrakt vektorok, vektorterek fizikdban tobb helyen is megjelennek:
1. klasszikus mechanikaban: helyzetvektor, sebesség, gyorsulas;

2. Fourier analizisben: L*(0,27) - differencialegyenletek el6adason tanultuk, hogy sin(mx) és cos(mx)

egy bazist alkotnak ezen a téren;

3. elektromagnességben: a Maxwell egyenletek idSben valtozé vektormezdket irnak le: E(t),B(t) -
pontosabban, a tér minden pontjaban egy adott idépillanatban két vektor van megadva, amely

leirja az elektromos és magneses mez6t;

4. kvantummechanikaban: L2(R3,dx)— avagy a négyzetesen integralhaté fliggvények tere - ezek a
hullamfiiggvények;

5. altalanos relativitaselmélet: téridéhéz kotott érintSterek.

Mint lathatjuk, vektorterek hasznalva vannak Ggy a klasszikus fizikaban, mint a kvantummechanikaban

is, tehat a természetet leir6 matematikaban |ényeges szerepet jatszanak.

5.15. Megjegyzés. Az altalanos relativitaselméletben a téridének nincs linearis strukturaja. Ez
konnyen belathato abbol, hogy nem tudunk skalarral valé szorzast és Osszeadast definialni a
téridon. A kovetkezo kérdések ezt egyértelmiien illusztraljak:

1. "Merre van 5x Parizs?";
2. "Merre van Parizs + Kolozsvar?".

Mint lathatjuk, a fenti kérdéseknek nincs sok fizikai értelme, emiatt a relativisztikus téridére nem

htizhatunk linearis struktarat.

5.8.1. Vektorterek

Amiel6tt vektortereket definalnank, két matematikai struktdrara van sziikségiink: csoport, test. A
csoportok fontos szerepet jatszanak a fizikaban, mivel rendszerek szimmetridihoz kothet6k. Tovabba,
amennyiben egy Lagrange-fliggvény invarians, nem valtozik egy folytonos szimmetriacsoport hatasara
nézve, a szimmetriacsoporthoz tartozik egy megmaradé fizikai mennyiség. Az energia, implzus
megmaradasanak a tétele modern nyelvezetben az id6beli és térbeli valé transzlaciés szimmetria
kovetkezménye, mig az impulzusnyomaték megmaradasanak elve a forgasinvarianciahoz kotheté.
Ugyanakkor nem csak téridé szimmetriak vannak, hanem belsé mértékszimmetriak is, amelyekhez
hasonlé mdédon tartoznak megmaradé mennyiségek, mint példaul az izospin. Mottoként kijelenthetjiik:

"A szamok mennyiségeket mérnek, a csoportok szimmetridkat".
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5.16. Definicié. Legyen G egy nemiires halmaz és - egy fiiggvény, amely a halmaz két elemét

egy masik elemébe képezi (zartsag):

i GxG—G,
(a,b) —a-b .
ola,b € G. A (G,-) parost csoportnak nevezziik, ha a kbvetkezé axiomak teljesiilnek:

1. Bal identikus elem létezése: 3 ec GV g G:

e-g8=8,
ahol e-t a csoport bal identikus elemének nevezziik;

2. Bal inverz létezése: V g€ G, 3d’ € G:

ahol d’-t g bal inverzének nevezziik;

3. Asszociativitas: V g1,g2,23 € G:
81-(82-83) =(81-82)-83 -

Amennyiben minden a,b € G-re teljesiil, hogy a-b=b-a, a (G,-) csoportot Abel vagy kommutativ.
csoportnak nevezziik.
Ide be lehetne tenni feladatokat: pl. lgazoljuk, hogy:

1. az inverz inverze az 6nmaga, vagyis (g71)~! =g.

2. Ha létezik bal inverz és bal egység elem, akkor létezik jobb inverz és jobb egység elem is, s
egyenléek a bal oldaliakkal.

3. Egy csoport identikus eleme, inverz elem egyértelmd.
4. (ab) ' =b"lg7!

5.17. Megjegyzés. A fenti struktirat altalaban diszkrét csoportnak nevezziik. Léteznek Lie-
csoportok is, amelyeket formalisan sokasagként definalunk az algebrai struktira mellett, ahol
a csoportban levé miiveletek végtelentil sokszor differencialhatok. Ebben az eléadasban, gon-
dolhatunk a folytonos/Lie csoportokra, mint olyan csoportokra, amelyeket paraméterezni lehet

folytonos, vagy végteleniil differencialhato modon.

5.18. Példa. A valos szamok az dsszeadasra nézve csoportot alkotnak, sét Abel-csoportot.

Viszont a szorzasra nézve nem, mivel nullanak nincs inverze.
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5.19. Példa. Altalanos linearis csoport( General linear group): GL(n,C)- az n x n-es invertal-

hato matrixok halmaza a matrix szorzasra nézve. Ez a csoport nem kommutativ n =2 esetén.

—1
—1#0. Viszont nem kommutalnak, ami egyszeriien belathato:

= 0 ()= (5 0)
s= (1) 5)=00)

Ez a példa kivételesen érdekes, mivel az ortogonalis és unitér csoportok, amelyeket fizikaban

, 1 O 0 1) . . :
Egyszeriien belathato, mivel: A = <O ) ésB= - invertalhato matrixok, determinansuk

sokszor hasznalunk részcsoportjai GL(n,C) — nek.

5.20. Példa. Ortogonalis csoport O(n) = {A € GL(n,R)|ATA = AAT =1,,}. Egyértelmien be-
lathatjuk:

det(ATA) = det(I,) = det(ATA) = det(AT) det(A) = det(A)* = 1 = det(A) = +£I.

Az alcsoportot, ahol det(A) = 1 specialis ortogonalis csoport-nak nevezziik:
SO(n) ={A € GL(n,R)|ATA = AAT =1, det(A) = 1}.

Ez ugyan nem mas, mint a jol ismert forgas csoport! A konkrét kapcsolatot és a csoport paraméterezését

OCGR}

a kovetkez6 tétel adja.

cos¢ sino

—sin®@ cosQ

5.21. Tétel. SO(2) = { ( ) € GL(2,R)

Bizonyitas. Kezdjiik SO(2) definicidjaval:
SO(2) = {A € GL(2,R)|ATA =1, det(A) = 1}.
Vegytink egy konkrét matrixot GL(2,{R})-bdl és alkalmazzuk ra a feltételeket:
A (a b) AT (a c) o ATA— (a c) (a b) _ <a2+c2 ab-l—cd)'
c d b d b d) \c d ba+dc b*+d*
Mivela,b,c,d € R, felhasznalva a kommutativitast ab+ cd = ba+ dc kapjuk, hogy:

ATA — a2—1—02 ab -+ cd '
ab+cd b*+d?
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Most szamoljuk ki det(A)-t:

a b
det(A) = det ( ) = ad — bc.
c d

A két feltételt ATA =1,det(A) = 1 felhasznalva:

2 2

btcd

det(A) = 1 —> ad—be=1, ATA=T, — ¢ T¢ @7
ab+cd b*+d*

o)

Tehat négy feltételt kaptunk az a,b,c,d valés szamokra:

a®+c*=1; (16)
B> +d> =1; (17)
ad —bc =1; (18)
ab+cd =0. (19)

A (16), (17) egyenletek azt mutatjak, hogy (a,c),(b,d) egy egység sugart koron vannak, tehat

parametrizalhatjuk 6ket a kovetkezd képpen:
a=cosa, c=sina, b=cosP, d=sinf}, ahol o, €R.

Bepakolva (18),(19)-be:

cosasinf3 —cosfcosax =1, cosacosf +sinasinf =0. (20)
Felhasznalva a trigonometrikus 0sszefiiggéseket (20)-t atirhatjuk, mint:

sin(B—a)=1, cos(B—a)=0.
Ebbdl egyértelmien kovetkezik, hogy:B — a € 7 +277Z. Tehat:
. (a b) _ (cosa cosﬁ) _ (cosoc cos(%—i—ZnZ—l—a)) _ (cosa —sina) GeR.
c d sina sinf sina sin (5 +27Z+ o) sina cos o

Mivel a € R tetsz6leges, atnevezhetjik a — o/ = —a. A cos fiiggvény paros, mig sin fliggvény paratlan,
amibdl kovetkezik:

cos(—a') —sin(—a’) cosa’ —(—)sinao/ cosa’ sina/ ,
sin(—a’)  cos(—a’) —sina’  coso —sina’ cosa’
O

5.22. Megjegyzés. Ahogy emlitettiik feljebb is, a forgascsoporttal szemben valo invariancia egy

megmaradasi tételhez vezet: impulzusnyomaték megmaradasa.
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Amennyiben belefér, nem tdl sok, betehetném még példanak az unitér csoportokat, és SU(2)-re
hasonléan a paraméterezést (vagy ez lehet akar feladat is). SU(2) utan meg lehetne emliteni, hogy
SU(2) SU(3) és U(1) a standard modell mértékcsoportjai, és hozzajuk tartozé megmaradé mennyiségek

vannak, ez lenne a motivacié ennek a tanulmanyozasara.

5.23. Definicié. Egy (F,+,-) harmast testnek neveziink, ahol F egy halmaz, +,-: F XF — F

leképezések és kielégitik az alabbi axiomakat:
1. (F,+) Abel-csoport,
2. (F\{0},-) Abel-csoport,

3. VYa,b,ceF:a-(b+c)=a-b+a-c.

5.24. Példa. A legegyszeriibb példa a {0,1} halmaz, dsszeadasra és szorzasra nézve. Ezt Z,-nek

nevezziik.

5.25. Példa. (R,+,-).

5.26. Példa. (C,+,-).

Ebben a jegyzetben legtobbszor csak a valés szamokat fogjuk testként venni, de megemlitettiik a
test fogalmat, mivel példaul a kvantummechanikaban a komplex test folotti vektortereket hasznalunk,

igy érdemes tetszébleges test feletti vektorterekrdl tudni. Tehat mostantdl, legtobb esetben F = R.
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